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FORMULE SOMMATOIRE DE POISSoN

Référence : GOURDON : Analyse p. 273 + WiLLEM Analyse harmonique réelle p. 149 pour Coro 1

Happels sur la transformée de Fourier
Déf : la transformée de Fourier est tows d’abord définie pour u & LY} classiquement, pour y € R, par

I .
{ u{tie™ "Vt
Ju

Elie est bien déficie par théoréme de comaperaison.
LDéf - Lespace de Schwartz des fonetions & décroissance rapide est défini Dar:
SR): ={uec€®R)/ Vo, €N, sup Ez”‘@ﬁu{az}i < oo

reR™
={u € LR} / Yo, 8 c N™,

|

[

est ume bijection li-

galité de Plancherel : Siw € S(R), on a ||ull, = {|4]iy- Ainsi, F est continue si on munit S{R] de |[-l],.

- 7

Propr : 51 u,@ES(R},j fu = ;‘ uf

R JB

— THEOREME (F'ORMULE SOMMATOIRE DE POTSSoN)

soit & S(R). Alors la série % f{-+n) converge normalement sur toul compact da B eb, pour tout z € R,
nek

Preuve :

ape 3

PO
Comme f £ S(R), on sait que pour tout &, f¥z) = & { —2)
X I

Alors, seit M > 0 %q {f{z)] < M/z® pour [z 2 1 (il s'agit ici de prendre une “marge’ de , un z assez
grand puisque je O sst en +oo).
On veut montrer gue g Flz +n) converge normalergent sur tout segment de K.
nEL
Ammsi, Vo € [K K[ ¥Yn € Z3g |nf > K + 1 (pour que lz+nl > 1 of ), Iffiz+n)| <

LoAwmsionaln|>K+1>K<|efdomciz+nlziel ~|lnll=ln—- iz K+1-K=1

Laura Gay p.1 15 juillet 2015



A

(|l — 57
indpt de © ”
Ainsi 1 7{- +n}l,, € T KE
Par comparzison des séries 4 termes positifs avec les sommes de Riemanx, la série z flz+n) CVYN sux
nek
tout segment de R. Notons F = z F{-+n) sa Hrmite stmple.
TEL
Par un raisonpement similaive, on monire que z f{z+n) CVN sur tout segment de B.

nED
Le théordme de dérivation des séries de fonctions {comme f = C
vérifie, pour tous x € R,

1Y monire que F est de classe O sur R eb

Flay=3 fla+n)

neZ
Ftape 2 :
De pi ar pour N € N
Ue pius, pour £ € R, pour [SELN
N N+l
S flztien)= flx+mn)
n=—2N n=—N+1

donc en falsant N — ‘oo, on en déduit Fix 4 1) = Fiz) ie F' est l-périodique.
On calcude les coefficients de Fowrder de . powr N €7 -

. BT NE 1.
en(F) = | F(oe®Vig
it
2 o ;
_ i f(ﬁ s n)e—.ﬂrf\ &dt
FrA=te G
oo A+l
_ i’ Flg)g BTN GATNT gz
H=—00 "ﬂ' =1
+too

Aingi, comme F est O et de période T = 1, on peut appliquer le thécréme de Dirichiet, pour tout 7 € R,

- 2imne
Floy="7 fln)e"7

[eX=r'A

Dot le résultat souhaité. B

CororLLaine 1

—
| / \
= x - = 21k
Daps S{R),onadg = O = g{: g™iE
kEZ \ ReZ

Preuve du Coreliaire 1

'a qul est entre parenthéses est & montrer selon le temps .
I,
n

.
C
On fait attention ici & la notation du Willem. § signifie &y ie {9, ¢} = w(0}). Done -

{(Tab. @) = (6. Toap) = (5, 9[- +a)) = wla) = (s, )

p—y

2. on peut inverser car la série OVIN et Foest OF
3. Omn wutilise la transformée de Fourier d'une translaiée d’une fonction quelkconque, & = 1 et la formule d’inversion. Clest plus
ou moins fait dans ie Hvre.

Laura GAY

»—E‘j
b

15 juillet 2015




Ainsi 7,6 = 4,.
Cn va dﬂja, vérifier que ces sommes sont définfes.
Soit ¢ € S{R), avec la formule sommatoire de Poisson en £ = 0, on sall gue ZJ w{n) existe.
neZ
D coup, {ig, ¢} = z wik) done 8z existe bien.
REE
Vérifions que dz est une distribution tempérée ie dz : SR} — C ef §z est lindaire ef coniinue.

On sait que |-, "Nz ;3 sont les serni-normes définissans la topologie de S{R).

p g0
f\mez* m
R
ax 32
Z
wTor, . i . A
< 3 UE'@”Q,Q - H@'fgg)
.
Z};gzi@‘fﬂ”k,i
1<6

Alpsi 0z est blen ure distribution tempérée (S'(R)). On peus dene calculer sa transformée de Fourier.
Soit ¢ € S{R},

bz, 0y = g, @ (def de Fourier dans les distrik)

= > @lny  (defde dg)
nek

— S iy “

= w{n) {(Formmule scmmateire)
[P
e 3=vA

= {(fz,1) (def de ¢z

Donc 8z = AZ. |

Prenuve du Corgllaire 2 ;¢

z
piiguer la formule sommatoire de Poisson & f 1z — 2 %%,

Soit 0. On va ap
On ca‘cﬁe, sineZ,

~ { o %y~
F(‘Tb) = | P e—2m‘r.n 12 (s ft) drnﬁdu

Je /:R

£ -3
Poscns, powr s € B, I{z) = ;f o e BT g,
JR
Cn va chercher une équasion différentielle vérifiée par 7. Déia, montrons gue 7 est dérivable. Pour cela, posons
—32 —2img—i=
flzt)=e"e VA,

NP s 2 . 2 oipe -t
f est intégrable (comparaison 3 Pintégrale de Causs). De plus, or 2,1) = —2ig—=2"Te VS

8z
3f " - x sz aj— . 1‘ L e
—— est continue par rapport 2 x et 4 f & (z. 8| < 2w e -
a$ 31, \//E
[ s

Laura GAY 5.3 15 juillet 2015



. .. —2ir L2 9t Lo
Adnsi T est dérivable ot I'{z) = P
ra

&fa R

—
2 W _2igp L a [ 2 %0 .
N At . AM_\/_ te ™t e PTE R GL
—2imx itz fp
(=)
Finalement : o
Iz =— Flx)
At 2’,?2‘]5 N\ )
Done a 2.2
TN N mEE e EET
Hey=IH0k = =\m =
B ginsi
3 P 2._2
Iy 4 W mt=
Jflnp=—In)=qf—e""=
o o
Umn appligue la forrmde sommatoire de Foisson en x =0,
—
= x2n2
T et [T
‘i, ry L
ncF nek
Clecl étant vral pour tout o > §, on prend o = ws. =

Réponses & de possibles questions

5

. A-t-on le résultat si on affaiblit les hypotheses T {Alexis Ropiguet)

g

Yaass

. £ 10
— Oui : on 0’2 juste besoin de o mais on peut fabriguer wn comtre-exemple avee fz) = O ’\-—) 2% une
x

convolubion.

Notes -

v A& Poral, ob ne falt gu’un des 2 corollaires selon la legon mals attention on Uécrit dés le début avee le
plan comme ca on ne s¢ trompe pas. Avec le Corollairve 1, c'est un peu court, I faut bien prendre son temps.
Avec le Corollaire 2, on a juste le temps qu'il favg, i ne faut pas speeder (sauf si on est & la bourre 4 la fin),
i prendre son temps. Toujours pour le Corellaire 2, 8tre entre 7 o4 8 min A la fin de la démo du théordme.
Thm 7, coro 1 42 (gie), core 2 77

« I faut ici savoir redémontrer UVintégrale de Gauss pour le Corollaive 2.

& Siméon Poisson {1781 - 1840 est un mathématicien, géomatre eb physicien frargais. Sa contribution la plus
essentielle concerne Uéleciricité ef le magnétisme gu'll contribua & fonder mais i1 eus également une influence
en astronomie, notamment suwr Patfraction des planétes. Ko mathématique, ses travaux les plus importants
portent sur 1a série sur les intégrales définies, sur les séries de Fourier, les intégrales de Fourier, sur le calcul des
varigtions, sur la probabilité des moindres résultats des observations.

Laura Gay .4 15 juillet 261
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