UTILISATION DE LA NGTIGN DE CONVEXITE EN ANALY SE

| 253 }

LADRE - Dars ke colle Gagan, G lehie K disgre Reoud] <
T G spnraiilas b g denisy Fieieal s pili > e @r
.,bu.’z )7"7 4%_:.,;}(_,{;1 L ORISR, L“i"‘““ f: 3 r"/,;’
0 unﬂumb&zownmvudwwo o agpoey Veckezed,
P boeike colie Ao, Ed”@[gmﬂhaap:&wmw .a;iwi':
%— mécz € & @m\;\?{ﬂ@l ameant
de £ dwzfmmeéi z.@t ﬂmpﬁzﬁmbée
Doeitlde = 3(0- &)T*Haz fé,z.‘o,n]? |
0@:7161‘-6%-&1)?6“,{22/ t@ﬂa&é"gm}kmm ;
pi -{)GZ?R (2, i€ /42 yy Pt
Ra?mné [3; 4T de E 20 contemu doms A épaﬁemcoﬂmzr-
C:;:h sk @b (O RHE X ConmERe ﬂca-cbédﬁnc_
mExEIMels Jo. ‘sazcep(ocjmg ok s - _

_};‘))(‘Z ,(j)é e ey Of L0¥ CoweExe pst
rmzmcw DEDE DA EBNIEZ

L o Yon aomigmes e TR Aot Zoo sunteszvelles .
> Doroast Sk foto 2ppoce vecksud Fole & ek kord-ae £,
A+ F =i ge +LEFF L0 L1 AoRup-4opce Gamvese e €-
?z- cpi (1} Sazt A ﬂchuﬁgmmoﬂeB- ¥ Ce A, oS
EA< f foren kouk be 2,17 |
(i) Y Agk G pont dlowx pasdied coneres do € ok 2 fe I,
If@@zp =30 sz A oF Ao 4y y . wed, jCB?mkaﬂn\!Ex@
lu)&")&m(;@@m\ clo pprhies convexs de E @5y aanveXe-
}5’7 ‘,,(L;, _)__,{..d)ﬂ J,W———««.;in}ﬂb\.(,.utﬁlf?’w’ E2EENNRE ACETS [Qomg-]P 25,2

050 F; € aok sume pattie convee de £ 2647 st qume fo

de Cdl&m\ﬁ ozt oéawqaﬁ 2 ponve e bus C M
Jouk contple ?R ECT It fraes Izl ke [2; AT oot
(,(ﬂ-&?%-r—é ) &')-Fé’z? ) Condrl 250 Beace-

fmzmk covwENe Fi

29y ecvwexe PP arckemenk doavss2s .

convgede E ok £ fﬁc-a v
ogple asees 2Pt ne oled,
ﬁzmuﬂmmbéé‘tﬁ) = e aDECHR: {(«xkgwﬂ Ex
Tl Avae Doo 12 Wm—@_\« O Ca e b 2l Saisee~
ek i Jon & "z a?)@rc&\w__-

"sz,m,_@,w Ci&wxmuééucﬁr Mb‘&'wf‘? Td.esﬂ% op wh nkeaidh

{] L s rﬁ'i QN

.Cba\r* donexe 12 ok el evoee A

A, B de poionts dmvaj-ra;zw_ i
ey fa) B =L, (b)) ok a2 b, f Etpla rmzpr-

(:le: Jim:t Dantenvede fa6] @ au-deras de

‘g oy di e coraae C:’a‘mzp-);mcé;eme»w AANEDALD) oy

foc,j te [o; ﬂj {Ccﬂ'é 7x+é9)€12 g comveresiafo; AL-

tx‘ 2€E = lixlle K .sLDrw;zc_ @mi’cau\ Conve e .
‘é@z.te pﬂmQégmma Qa»-gcg OV 2k Gnae
ﬁ‘Um e F('od.\sudc otla 'ta\da.@&\cﬂccmﬁ CONERE
me A?ﬂ‘f ébz..tzﬂ?‘t)vd' Aed %;xchcu\s* CONMERES —
3y oz pev ey aE Beportdr sy
AD V)x:fﬁtux AELT BV CRSA L

Fseemt (E,07) o K- Pz-_sjrugb gk mz_p:zi’rx-@‘ 2y <de &
Fant m{,dfﬂ:mbaibea

Brop: [iiz-ali= diz. e d2el, s K 20TV 0.

oz v am aiagposs quse o-all= Mz, Oak que i bil=
dy, £), 02 G o0& Ha bile dz—gl[énpﬁ-&‘h @, poul

-

(e, 150 e C&04 povct Feuds
EEJO AL om & E(E"%}&.—f )< (4 )[).C'z)-n{:{??;;/

/5;» MI/—\B} — c,{anmaxécp%wxz/b
—*JIRJJ/’Y‘@\MMIMJ:M {
fmsszJZD asuple (=, 4 7€ I7, Jo ga/r:ézcm-

baub 2¢ E; 12008 S Fu.m.).‘-m poimt aeC by lizwll=de )

FRomE]
2%

[RoMpx
P22




(o T (de e prefeciion. Bsiemt (£,(7)aun eopoe. PrEhlhe) T/ Tnootibs d comoonias -

—2 ) ionof C e pantie cosvexe 2k ian tdesle 6 _ ¥ ¢ ) Qisieley o Jovbo,0iE s Aamnaquen,

HE o Qb%cbmt?ééﬂ‘e et Do dibbamee Dycianike peact Lo st 5 g ternch 20 ezl W5 :

e yoer : : 2 & enonce dlabondd 10 cztére J€ES 4 g

Hde & ato %Mwaéﬁ L encsye Ln Amic;mr; Quik peamet motter wotaine InSIRLes el belsonky
Lot aec £ quse x-all=olGo C G pb @ ROV U7 - oot T aon Tolervadte saell o 42 T-> R s 4

’;: e \2:,-.. v . \d‘i@-ﬁtR ,*\«1 3
’ Q‘L?@a ndle  bwz C. lonable 2wt . Jovk et 2Ot T 4 Q%,;eﬁ&z,@m ?}f"

2 Ydpancdgra dli sneromiolen cuc @esen - A2 20 Loetlon dadude £oorersSTumbe Sust T g

Doums keule colle pown- raddess, Ed@%%@ wunlt-opree NBup: ()€ gzt VeaR (i) InC0) < 2~ APl 1 (o]
Vecknivl mowm . (e e’ YabeR .. - - e
526 U 3o & flr=el] asiee § e frmme Lindedxa o | Proptimbaabie de oy ¥ 4 jwam probonconexe, |1
MR B a0 srante sudatle ~ Sdemie nuz e Jidtbe cenexe (AP ik € olow pocrtte | p.249

' &?"’&* JW & ot ¢ cansrem . E. - tkwyman&n % Gmeexe ;‘::h?l;fz;‘dizeemmgdep;,a\a

2%. Yoiont AgkBdaux ww‘@ﬁ;’m“"?’*‘%d‘z M;M S e (L A2 & SR A ). ) '
L [H=d e ?Cac):oc'( an by perplosin GRRLMD. Lo BLE - O (imdaoiird couitvmdlice - giomebaguaz ). P meN?, |l

: 32477
R e e [
£ "- A B -

3 A . e . 0: <R): [Ehee?
*Gan clit "y, IMnctamant A oL Bipneun beat &’}tﬁ:ﬁe_ﬂ 2k Migkesovlei ciamﬂ - J e
&é?b J&' ﬁi ma¥&)4 o & _f’(b)b "VW e P-‘:i >Olmd‘zu’¢ wﬁ’g%ﬁ'f&i&(‘iﬁé{@k@d,n-‘r)%(;)zibaqw.,h ) ? o
—_ s , ER™ oma aler ST ak ¢(ZE, ‘?;’F(iifn ba) -

“i] THM (3o v Proumadn adomebiue e Yosat Aok £ oloux. v§;PZﬁabM(‘,a’A,--~-'9€»~j,(§m-—-, ) RS, Sn o 82

i asibion cgnvexie Mean Ntdon Ld dlisknals b & - Vo, Dalair ) < (Ti8a V(=i 5:?}“”?_
(1) S Ar 0 criverk B oeisVe ofon Y 8abple R te> | &L Dol Sous oo unpocus 1P,
IZ d’(a‘)émg 1(2(59 ot Yeuk (4, BDe AxB. Ex posticu- Lo cge sozio- ki (%oh 0 gt@i.\z)ng SN
87 e B Y=oy Adpare Aek&. MG, ok pounfl srombien ded corede e LA, 7
(W) i Agnk ak B m{@w\:@, g QJ?R.(S%RQ m,vv@«;)’— P@"‘_ ? X K ume fanclien eEpufalsde. ,cupedie }
A fj@ﬂﬂm 0‘-%“"“@ WWM{:@&QQ&Q@ ok Ack B "f”{ =(jxl‘€ga)ﬁ/f’£g%m{7<+m of [(%/JP:— W({i)wo{{oh
| N THI indaplike dlo deblen) G pq e Tty w7 poenvdlioserc@agod s
Ve VA= Aomls” counyonuss, ouce ans [14q i, < Ielplg 757
{ ten daiie b die Lipganlivesont e éb?ﬁtmq |
A %ék"(x’), LeLUX) ek Ge L9x))-




/ Tmanég;ﬂbé'ducﬁ?

infesrsthand Fifakg ok olotise
R W@ﬁ’ mmomicelfeode X clavs K me oo

Eal

TROUIN:) 2 § a0k dbisveye et diisrentindila o sai peimic

pae ;ua&_gim ¢ d?atoiu%z»'{? QLEMAEE . AT 2) Yo 2oremapd dublisuiion un fvcoaicnlibs: .
okt 2o | ) L Bhudede do bansamigsond: sin mamnde fomits. .
- “ G Do = dlsPhScontiol Uaboes ot bar 2 os —
oo | () wmgat' W&wm S - G Glude Jo. tismsmishon dwm mom X .rméa.a,ﬂ_@u he
!;.%z,, @nngemumakxwﬂuuw’fmm B vamg P DTN {nnnwmlxammgwtﬁg_ 7S é@amé__ _
dH e dna farms quedobipee degines e b donumdonks miEts divecke de da =i gEmEokion
o ek potmiccle (. : wzdas@mmaban m A Toun he N, 00 pole pp da
(> c{ﬁnm&«—-’-%%@@) qurebolnlite dan Srownems aif T4 (conpbambe sz o |
10-4]| Brop: ¥: (1 9oy pmleumn)enkere Mo vide ole IR et dla keomps) Mmﬁb:f%@“w Ospod. o
PEY ‘%-,U — R 48 sme son Sedevmeit aduvexe., ol [ THM: Won mo?:ean:rg- QZP% ol Qc_x Pmeg:ﬁkeﬂueag
Lﬂwe‘#’eemia(m.lmpmm\’ﬂmm%%\%m @ o X Akl oVATE Je. m-iema gandalion tamd vess

.y £

Qatlol A +PB) 2 Aokl K)HGE(BX

1eNs) | ¢ Elligsote de¥don -devieez, R Ci@pc Ain O™

Q“-LP' EG’-KQ"-" {awree aanes Q_I:dé \J—C)Q NOARE N\Aiam
B Uklisalion die So Mokion i paint Eisee

pezoc toub el ieqhp < 14 Mp + Loy dodlameB® (o ax d) hellit que Y<s L fED L
AP %LMCP’*Q‘PGZ ;403 Qap aopaee> LP(Y ) Ay Q&b'(? 1 el e ;AT , Frammerte o L2
% @DPG.C@ vedewicls MoLmes ’ : wdﬂ—-]c}dl ‘@E&q\m Y= ok F. (2,43 — %

. PO . | aste o x> geele, | = —r e - RE7
WL/ Oplimeation ok cor veacd e dep favctiionn Sk (@n). defivie g oo e fmydd Mﬁ?&k}iﬁ
A ) Fooncines Gamiesen et axkemuvess ﬁ;\\mugz mﬁ@’ wrmeurusze a - Frde ﬁ_ ,
THI: Bt § same fovclicrn déimiz. Jtm2un araests eooexe Jmeriod] ag”?’f L "'EQ*%:}) 9.37'\!22
azJeXe icﬂzﬁ%a ozt adlevg IR, 1 {D:Lg 2O £ o> n,) ARERDL a.ﬁw’ijg?;;m -

=

NFrrent 2.Be R ot 4,8 e SR S im0 o 0ens
Prz:ﬁ“ci‘.im*

2229 | Breter pon vicle dans 1R, € peisgealoe A WNig st
ald c&ahm‘:

Cav=ddnass E@LM@W Lesadd ~ IR

| J——

: g i\,ﬁ
%W

lcﬁw‘
1y0-
b

(:c‘g ficwg 7

ﬂ@ﬁwmqmﬁméﬁﬂtt@ﬂmwwﬂgﬁw&zm :
vre S [o: AT de Do o G b s AR Ainon.
§ ‘ oot =T -

3)Unme Lore pirmpligice dus Mcodme de Browidr
Prep: ofr C 2ot e pactie compacke ok om@Xe dusm
I<-!2qvac;~ veckestie! mﬁm de /i P2 CC Qb me aﬁm{\,caz—
bion cambipue VEdfiamt [{la)- (y))iélla-_{j {t Bz, g,
ooto ,? adsmes au Mms AR

Lc f

{CoTT,
pH2-
St

2]

los2

ﬁ



* hgon® - Mathects de Nosiscon

'

i’ﬁ%_w_@ 2 : Minamugm dgene forelion convesxe -

;r._ T

s Références pour]a legcon 253 :
- [COTT] M. Cottrell, V. Genon-Catalot, C. Duhamel, T. Meyre — Exercices de probabilités
H’Y DE LA PARTIE T/4). £ IROMB] p- 248 [ENS3] S. Francinou, H. Gianella, S. Nicolas — Oraux x-ens. Exercices de mathématoques /
%Eb;%w}’zlm.,:..{c?gg_@ndﬁ e 2 oF oot Algtbre 3
Ooeiste :_,1@ 372 LinZame comvexedes s 478 [GOU2] X. Gourdon — Les maths en téte / Analyse (2e édition)
= ma,‘l;...'ﬂPZG&@WRﬂ+..-+ﬂF:A
= Za o+ Qpzp. [MARC]  J-P.Marco, H Boumaza, B. Collas, S. Collion, M. Dellinges, Z. Faget, L. Lazzarini,
%Tw&a.{n 2 wwmg@iﬂt&bﬁliﬂ F. Schaffhauser — Mathémati L se
2o DNodve comveexe [NEHH] N. El Hage Hassan — Topologie générale et espaces normés
[O-A] V. Beck, J. Matick, G. Peyré — Objectif Agrégation (2e édition)
[ROMB] J-E. Rombalbi — Eléments d’analyse réelle / CAPES et Agrégation de
mathématiques '
[ROUV] F. Rouviére — Petit guide du calenl différentiel 2 'usage de 1a licence et de

I'agrégation (3e édition)




Projection sur un convexe fermé

Antoine Louazel & Fanny Remoué

Théoréme de projection : Soit (H, {, ) un espace de Hilbert (ot I'on note li-ll la norme associée au
produit scalaire). Si € est une partie convexe fermée de H et si x € H, il existe alors un unique
glément y € € tel que JJx = y)] = d(x, C) = inf {Jix — z|] : z € C}. Cet élément que I'on

note P(x), est appelé projection de x sur C.

Preuve : Posons § = d(x, €). 1l existe une suite (y,),, d'éléments de C telle que nl_igl@”:C —yll =
5. On souhaite montrer que (y,), converge et vu que H est complet, il suffit alors de prouver le
fait que c’est une suite de Cauchy. La norme ||-{| étant issue du produit scalaire, elle vérifie
Pidentité du parallélogramme, 4 savoir que lix + ¥[1? + llx — ¥{I* = 2(llx{1? + lly}}*) pour
tous x,y € H. On a donc pour tous p,q € N :
2 2 2 2

1Ge=3) + G = 7o)l # 1Ge =) = e =3I = 2 ([l =35 ” + x = %),

c'est-a-dire
2 2 2 2
) 122 =y = vl + {lyg = 2ol =2 ([[x— Yoll” + [l = 3l )

Or, comme C est convexe, (, + ¥,)/2 € € pour tous p, ¢ € N, donc ”x — yp:y” ” > & ou

encore [|2x — y, — yq||2 > 482, Avec (¥), on en déduit

|74 "ypllz =2 (“x “'3’1}”2 — 8%+ ||x *J’aliz - 62)-
Comme [|x — ¥, |[ v &, on voit donc bien que la suite (¥, ), est de Cauchy ; elle converge donc
vers un élément y qui appartient bien & C car ce dernier est fermé et |lx — y|| = nﬁlllmlfx =Wl =
§=d(x,C).
11 reste 3 montrer Punicité de . Supposons qu’il existe y et z dans C tels que [lx — yif = |lx — z|| =

& et définissons une suite (), par ¥, = y sin est pair et y,, = z si n est impair. Cette suite
vérifie ||x — ¥, || = & pour tout n € N, en particulier {[x — | o & et par ce que Pon a fait plus

haut, on déduit que (y,,),, converge et donc que y = z. Ceci prouve Punicité et nous permet de

conclure, E

Proposition {caractérisation) : Avec les notations du théoréme précédent, le point Py (x) est
caractérisé par : Vz € €, R((z — Pe(x),x — Pe(x))) < 0.

Preuve : Dans toute cette démonstration, on écrit ¢ i= P¢(x) afin d’alléger les notations.

Dans un premier temps, on fixe y € C, on suppose que R({z ~y,x — y}) < 0 pour tout z € C et on
souhaite montrer que y = X¢.



Iz = y) = (x — »II?

Nz = ylI? + llx =yl = 2Rz =y, x — y))

Nz = yiI? + lix ~ ylI?

lix — yli?

et donc ||z — x|l = llx — I, pour tout z € €. De plus y € C, donc |lx — y|| = d(x, ). D’aprés le
théoréme précédent, on obtient doncy = x,.

vz eC,|lz—x]?

Vv

Dans un second temps, on montre que la propriété est vérifiée pour x¢. Pourtoutz € €, ona
iz~ xW? = Hx — x])? et en développant ||z — x)i* = ||(z — x,) — (x — x:)})|?, on obtient alors :
(=) vz €Cllz—xcl? — 2Rz — x¢, x ~ %)) 2 0.

On veut maintenant se débarrasser du terme ||z — x¢||% et on pose pour cela z = tz, + (1 — t)x;
pour z € Cett € {0;1] (C étant convexe, z € (). Appliquons maintenant (~)dcez:

t2]|zg — xll? — 2tR((zg ~ 2, x ~ %) 2 0
et donc

thzo — xcll* — 2R((zg — x¢, x = x¢)) 2 0.
En faisant tendre t vers 0, on obtient alors le fait que R{{zy — xp, ¥ — x¢)) < 0. Ceci érant vrai
pour tout zy € C, la preuve est donc faite.

Référence : X. Gourdon — Les maths en téte / Analyse (2e édition) (pages 407-409)
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