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Chapitre 18

Inégalité de Hoeflding

Rétérences :  Ouvrard, Probabilités 2, 10.11

 Théoréme. ]

i

j=t
[ =
PS> 8 < 2exp | —— 5 1-
\ 2

"

~ Lemme, }

2
B

Soit X une variable aléasoire réelle centrée et bornde par I ps, alors Vie R E[e™] g7,

i
3
i

3,

Démonstration. Soit z € [—1,1], alors par convexité de Vexponentielle, on a

I—-x l+z N 1—¢ 1+z
—£) 4 P —t ﬁ.
5 x [~} + 3 x} o 5

/
e”=exp(

On rappelle que I'sxponentielle est convexe car de dérivée seconde positive, et on peut utiliser iuépalité car
Xp P p g

lmx_i_itfz_ltl*x 1+zx
2 3 T T

sont dans [0, 1].

X étant bornée presque surement par 1, on peut atiliser Vinégalité précédente : &% <

1 . -
intégrant, on ohtient B[] < 5(e7™" +€°) = cosh(t) car X est centrée.

2n

. t — " 2 {(Zn)! , . "
?mcesb(€)=2%<&2nni =e7 . Hneffet, = = (2n}{2n - 1.0+ >2x2x ... x 3= 27~

(on)i =

) =
Dot il vient B[] g 7.
Can va maintenant prouver Uinégalité de Hoeffding.

Deémonstration. Commengons par étudier (S, > &).
On a Vi > 0, P(5, > g) = Pl > o),

e e e Biet51
L'inégalité de Markov donpe alors P(e™ > &) g L —= car €5 est positive.
T & { ) Xj 22,2
De plus, E[et¥] = EE[eﬁxﬂ'} par ndépendance et E[e**7] = Ele'7” % | < e par le lemme.
=1
nooe3a {250 o2
On e déduit B[] < [ [e 7 = exp | 2410 |

i=1 2

Adrien LAURENT 61 ENS Bennes - Université de Repnes 1



CHAPITRE 18. INEGALITE DE DOEFFDING

RNy 2 \‘

LAY R
Pinalement F(S, > =} < exp —_‘f); — ts) .
s 2
2 T B2 _ sr - b - at -
Cn définit a = ZJ ¢y, alors on va tenter de minimiser sur R™" la fonction de ¢, — — fe. Elle atteint son

i=t

2 2
minimum en g = Z et elle vaut alors —%. On a donc P9, > ¢) < exp (%;—)
[15 a 141

Pour finir, si on refait le méme raisonnement avec la suite (—X;);, on trouve P(5, < —&) = P(~5, > &) <
=
oo (=~ )

=2 Z
2 Zij=1 65

Corollairé.

Fi 3
s - - =
Siil exste ¢, > 0 tels que Z o gt

Shn
, alors —— CORVErge presque surement vers 0.
‘ 2]
=1 ’

bbb b v

\ocrerussmincssmstsaremcem i

2 2
Démonsiration. Soit £ > 0, on utilise Vinégalité de Hoeffding : P({S,| > n%) < 2exp (—%%) .
j=1 Cf
4 n—’ssz\

N2z

Sn
On a alors sous nos hypothéses : P éf l",,;o'?i > E} < Zexp
N /

. L [ nfeRN . . nfe? 1
La série de terme général exp k— COoTiverge car a termmes positifs ef exp —— =l
T
{15, S
Omn en déduit par Borel-Cantelli que P {Hm inf iim-;g < a}) = 1, ce qui est une wanidre de dire que in—zi —0
™ 71 ]
presque sureraent, |

Remarques : » 5i on compare les inégalités de Bienaymé-Tchebychev et Hoeffding sur des lois de Bernoulli
{en=1),oma

< Pl-7p)

P{i5n — np] > vne) < 5= pour Blenaymé-Tchebychev,
[

;N
gt B(|Sn — np} > v/n=) < 2exp i\f%} pour Hoefiding.

Clest quand méme carrément mieux avec Hosffding !
» Cetle inégalité permet d’obtenir des intervalles de conflance... mais or préfére souvent utiliser Ie TCL.
« Une généralisation de cette inégalité est Vinégalité d’Azuma -

~+Théorbms,.

Soit { X, wne martingale issue de § dont les aceroissements sont contrilés par une suite déterministe
(cn), cest & dire [ X, — X1} € ¢, presque surement pour tout n= 1. Alors pour tout e > 0, on a
\om o i 1%

L . ™
P K] Z6) <2 R, ool = &
=1

Xn—ﬁ;‘{'psiﬁ-?(ﬁ SR {}Xme<s})=l

=0 nel mean

k=0 neMmzn

@»}P{ﬂ N {[Xm—X[<%}>-—1

o lim Pfﬁminf{ixn—xg < 3}) -1
E—oo ‘\ n &

Adrien TATURENT 82 ENS Rernes - Université de Renmnes 1




CHAPITRE 18. INEGALITE DE HOEFFDING

On peut appliquer ce résultat au caleul du nombre de couleurs nécessaires pour colorier un graphe 4 n sommets
avec la condition que deux sommets reliés par une arfte ne peuvent &tre de la méme couleur.

11 v & a0 maximum ( Z} arétes possibles. Un nole ¥ la variable aléatoire de loi de Bernoul b(p) décidant
/

de si on rajoute U'azéte k ou non. On note enfin ¥ le nombre minimal de couleurs nécessaires selon les arBtes
présentes.

—a2
On meontre alors P{{xy —E[}}l 2 evn— 1) <277,
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Chapitre 5

Ellipsoide de John-Loewner

Références : : Francinou, Gianella, Nicolas, Orauz X-ENS - Algébre 3, 3.37

On se place sur B™ muni de sa structre euclidienne usuelle.

Lt}

o
e . . . . e N N T e x e
Un ellipsoide centré ea Uorigine est une guadrique définie par une éguation du type Z — = 1, guitie & appliquer
i=31 ¢
la méthode de Gauss. Un ellipsoide plein centré en origine est donc défini mntuitivement par 'équation g{z) < 1
ou g est une forme guadratique définie positive (id est de signature {(n,0)). On notera gq Peliipsoide plein assccié

a4 g et @ (resp. Q7, QF") Pensemble des formes quadratiques (resp. positives, définies positives).

&

i it

w2+y2 EE
72T

K]
= L

Llellipsoide d’éguation

~— Théordme. |

T —

Seit K un compact de R™® d'intérieur non vide, alors 1 existe un unique ellipsoide centré on § de
volume minimal contenans £

TP

Démonstration. = Commencons par nous donner une forme quadratique g définie positive et calculons le volume
Vs de gq.
Omn utilise le théoréme spectral pour dire qu’il existe une base orthonormale pour le produit scalaire euclidien
et orthogonale pour ¢. On la note B = (eq, ..., e,).

T

q 8’écrit dans cette base g(z) = Z 0;72 avec a; > 0, done det{g) = ai...a,.
=1
-
Le volume de Uellipsoide associé est V, = j dA(y) avec A ls mesure de Lebesgue (sur la base canonique
a(y)=1
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CHAPITRE 5. BLLIPSCIDE DE JOHN-L.OEWNER

done). On falt alors le changement de base orthonermée x = Py avec P la matrice de passage de la base
canonigue & la base 5. Le jacobien vaut donc 1 car P est orthogonale.
On & done ¥, = j a1 ...din.
a1 T2+ Fanel €l
RT}» e RT!
(21,0 7n) > (2., oy . On a bien wn ' difféomorphisme

EVA<4) 4/ Oy

On faif le changement de variable avec ¢ :

1
et le jacobien est ——.
+/1la
On note D(g) le déterminant de ¢ dans nw'imgprorte quelle base orthonormsée, alorson a Vg = ! i

D{g) iz2v 4oz

-

Yo
D(q)

— Le probléme se raméne done 4 celui~ci : i existe une unique forme quadratique ¢ € @1 telle que D{g)
solt maximal et pour fout z e K, glz) < 1.

Omn intzoduit maintensnt la norme N{g) = sup |g{z)| sur Vespace &
Jf<2
K, g{z) € 1} ¢ @. On va chercher 3 maximiser I sur ¢e domaine.

ot ¥y est le volume de la boule unité pour la norme enclidienne. *

% et on définit Pensemble A — {ge QT Vz e

a 4 est convexe :
Ag + (1 — AYg est une forme quadratique positive.
De piuvs, Ag(z) + 1 - M (z) €A+ 1i-Ar=1pourze K. Donec Ag+ (1 —~2)¢ e A

» A esf formé :
Soit g, une suite de .4 convergeant vers ¢ dans Q. On remarque que Yz e R™, {g{z) — g, (o)}l < N{g — qn) Ha:ﬂz,
done g,(z) — gz
Comme pour tout 7, pour tout ¢, 4.{2) Z B, ona i > g(z) 20, et powr z € X, gu{z) < 1, done glz) < 1. 11
vient g € A

» A est borné :
A est d'intérieur non vide® donc 1l existe a € K, r > 0 tels que Bla,r) < K.
Soit ge Aet e B(O,r), alors gla + ) < 1.
On applique Vinégalité de Minkowski® et on a +/g{z) < +/o(z + o) + +/g(—a) = Valz + a) + /a(a) < 2 d'ont
g{B(0,r)) < 4.

o . 14 ] 4
On en déduit Yz e B(3,1), ¢(z) = q{m;)r—z < = et done N{g) < -
» A est non vide : 5
Loz
K est borpé done inclus dans une boule B(G, M}. On pose q(z) = % Orabienge AearVze &, glzy < 1.

s Conclusion sur Uexistence :
/application I est continue (car e déterminant eat continu) sur A compact, done I stteint son maximum en

Jo-
2
Ona Di{z— anj_uz) > ( et c'est une forme guadratigue dans A, donc {qg) > 0, doli gp e G

On a donc existence d’un ellipsoide de volume minimal contenani K.

» Unicité :
. q+ .
Soit g € A tel que D{g} = D{g) et ¢ = q0. Comme A est convexe, — 9% € A, or comme det est strictement
. o . + 0. — .
log-concave sur les matrices symétriques définies positives, on a D(g 3 0} > +f Dlgin/ Dlgs} = D{gg), ce qui
contredit la maximalité de D{ge). 1

i. On a Vimpression que le calcul du volume Vy fait icl dépend du choix de ia base B, mais ce n'est pas Ie cas. 5i on prend
une auire base orthenormée, la matrice de passage de Pune & Vautre ost orthogonale, donc le jacobien du changement de variable
correspondant est 1.

2. Les sup su mex de notmes sout toujours de bons candidats de normes...

3. (Pest ici qu’on Vutilisel !

4, On a le droit de Vappliquer car on est sur Q.
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CEAPITRE 5. ELLIPSOIDE DE JOHN-LOGWNER

LLemmse (Log-concavité du déterminant sur S;" E )j.}—

5

Soiens A, Be STT(R), o, 8 [0,1] tels que & + 5 = 1, alors det{aA + 38) = (det A)¥idet 315,
b1 A # B et o, § 5 0. UVindealité est siricie.

Démonstration. On utilise le théoréme de pseudo-réduction simultande® pour éerive A = *PP et B = tPOP
avec PP & GL,(R} et D = DiaglAs, ..., A,) avec X; > 0.9
On a donc (det A)*(det B)? = det P*(det D)? et det(aA + SB) = det P(det(al, + AD).

8
On veut donc montrer det{ad,, +3D) = (det 17 soit i(ﬁiJrﬁ/\i} = (ﬁ Ai} , 501t Zln(a—{—ﬁ)\i) = 52111()\1-}.
Or In(a + 8%) = aln(1) + (X)) = Ain();) par concavité du logarithme. Ou & ainsi le résultat en sommant
ces inégalités et er remontant le raisonnement.
Si A # B, un des A; gt différent de 1 et on utilise la stricte concavité dn log pour conclure. O

Remarques : — On peut déplacer le probléme en n’importe guel point de Tespace. En effet, si on prend
a € R” comme pouvean centre du repére de espace, on opére une transiation de noite compact et il reste din-
térieur non vide. On applique notre théordme et on obtient un unique ellipsoide cemtré en § de volume minimal
contenant K. Ou opére la translation inverse pour résoudre le probléme. Bn effet, un ellipsoide translaté reste
un eltipsoide.

— On peut appliquer ce théoréme sur n'importe quel espace vectoriel réel euclidien.

— Application : FGN 3.38 : les sous-groupes compacts de GL{£) maximaux pour l'inclusion sont les O(g) oi
£ est vm espace vecteriel réel de dimension finie et g & Q.

— 5t & est un iriangle équilatéral dont un des somumets est Yorigine, il faut savoir déterminer Iellipsoide cor-
respondant. Celui-ci passe par cieu:{2 points du triangle st cela le détgrmine entiérement. 5i on appelle a le cité
du friangle, on a éguation $—2 + % =1 avec b tel qus cosg(%) + % sin®( g) = 1. Cest donc un cercle.

Pour montrer qu'il passa para les deux sommets. Il suffit de dive que via une affinité orthogonale, on peut faire
passer V'ellipse par un sommet. Puis si il &alt minims! alors 7 serait unique or s1 on tourne notre ellipsoide, i
passe par sutre cbté et contient toujours le triangle. On en déduit qu’on passe nécessairement par les deux
sommets.

— Un prolongement du théordme : on peut poser Papplication @ qid & z & B™ associe le volume de &g,
avec g, 'unique forme quadratique défnissant Fallipsoide £, cenizé en z de volume minimal contenant X

Si on prouve que @ est continue, et gque hors d'un certain compact le volume devient grand [Ienveloppe
convexe?), alors on aura montré qu’il existe un ellipsoide de volume minimal contenant K (et ceci sans fixer
son centre).

— On peut se poser la question de savoir 8"l existe un unique eliipsoide de volume maximal & Pintérisur d'un
compact. {Baptiste)

Cest faux! On prend deux compacts connexes identiques disjoints. Leur union forme un compact. Mais si 11
existe un unigue ellipsoide dans ce compact, il est dans un deux socus compacts connexe. Comme ils sont
identiques, on perd Punicité.

— Dans le Alessandri, il y & une application de 1'ellipsoide de John Loewner & Ia recherche des SOUS-Zronpes
compacts de GL, ().

X héordme.

51 A et B sont dans Sp(R) et si A est définie positive, alors il existe P e G (R) telle que “PAP = [, ot *PRP soit
diagonale.

| REYRSTUTSR—G—

8. On reppelle qu’on n'a pas diagonalisé A et 81 Les X; ne somt pes les valewxs propres de B. On a jusie trouvé une base
orthogenale commune pour deux produits scalaires.
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