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Développement: Formule sommatoire de Poisson et
application

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

28 mars 2016

Référence : Gourdon analyse, page 272

On introduit une nouvelle normalisation de la transformée de Fourier f(z) = fi f(t)e~%™tdt
Théoréme 1

Soit f € S(R)

Alors Vz € R, Z flz+n)= Z f(n) GRiman

nel neZ

— - i k2
Application : Vs >0 S e ™ =572 e "5
ned keZ

Démonstration: Etape 1 : Une idée pour construire des fonctions per1od1ques sur R & partir d'une

fonction non périodique f consiste & considérer la série F'(z) = Z flz+n)
ner

On veut montrer que E f(z +n) converge normalement sur tout compact de R,

: neZ
Ainsi, VK > 0Vz ¢ [~ K, K), |z +n|zn-|z|2n—-K

Comme _f & S, f(:l,) o a|$[—)+oo(':§)
Onaalors IM > L,Vz e R, |z =1, | fz) |_<_£:;:-42-r

M M
Ona | flz+n)[< (@ + n) = (n— K)?

indpt de x et terme général d'une série convergente

Donc la série Z f(- +n) converge normalement sur tout segment de IR.

n€s
Notons F = Z f(- + n) sa limite simple.
neZ
Par un raisonnement similaire, on montre que Z f'(z + n) converge normalement sur tout seg-

. neEz
ment de R, donc uniformément sur tout compact de R.

. o‘) On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sur les suites de fonctions car on a :
Y o'/~ la série E f(- + n) converge simplement vers F

o~ neZ

N - la série Z f'(- +n) converge uniformément
v N ned

\ e

g“le’



- les fonctions f(- + n) sont de classe C*
Ainsi, F est de classe C! sur tout compact de R, donc sur tout IR par continuité.

Etape 2 :
N N+1
De plus, F est 1-périodique car sion fixez € R,ona VN € N, Z flz+l4n) = z flz+n)
n=—N n=—~N+1

donc en faisant N — +co, on en déduit F{z + 1) = F(z)

Etape 3 : On calcule les coefficients de Fourier de F, poﬁr YneZ:
1 )
en(F) = f F(t)e 2™y

- Z f F{t+ k)8 tay

k=-—-oc0
T ekl ) )
— Z f f(t)e-—‘;’lfmt e2mnk dt
k e
k=00 =1

= [T sermia= fo

Enfin, comme F est C!, la série de Fourier Z:F(n)ez”"m converge normalement sur R et F est
. neh
somme de sa série de Fourier.

On a donc F(z) = Z Pn)etim = Z f(n)etim=

) nek R ] neL
Donc Z fz4+n) = Z f(n)ekinen
ncZ ned
.2
Application : Vs > 0 3 e™ ™" = s"%zde_TerT
n€k keZ

Démonstration: Soit a > 0. On va appliquer la formule sommatoire de Poisson & f : z e—ae’

qui vérifie les hypotheses du théoréme.

On caleule, si n € Z, f(n) = Je g~ ot g 2mitn gy
(uz:\_f*t) 1 fR u? Zﬁtn%du

—~(u+"m)2 _,{9 2

du

—1‘1‘1’1

f e
7_— fR eV dv
v ==

75

On applique la formule sommatoire de Poisson en & = 0,

nez 'nEZ

T _1 _ k2
Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on prend & = —, on a Ze s g 228 s
s’
nck keZ

1. on peut inverser car la série converge normalement.




Développement: Théoreme d’isomorphisme de Fourier

Justine VELLY
Joséphine BOULANGER

22 mars 2016

Référence : Zuily-Queflelec, p329

Définition 1
Pour u € §, la transformée de Fourier de v, notée & ou Fu, est la fonction définie sur R, par

Ve € R, 4(€) = Fu(t) = fR ety (g)de

Théoréme 1

La transformée de Fourier F est une application linéaire bijective de § sur S. Si on pose, pour
vES,

Ve € R, Fo(z) = (21) fR %y (¢)de

alors, F envoie S dans S et on a FF = F.F =identité de S, i.e F~ = F.

Démonstration: Tout d’abord, [ existe car f € S(R) C LY{(R).
¢ Montrons que f € S(R)
— foest %

(i) Yz ¢ R, t > e f(z) ¢ C®(R)

ii

( ) v N AN itz _ q

0N (5) [ r@)] 1= lells(@)
Or, f € S(R), donc 3C > 0 tel que
(@ + 2™ f(z)| < C

Done,

| (}%)q [e—ita:f(x)] | < a fxg) = Ll(R)

Donc, f € C®(R) et
fO ) = [b ()6 f () de

— f e 8(R) : Nous allons montrer, par récurrence sur p € N, que pour tout ¢ € N, il existe
g0 € S(R) telle que

20 = [ e gy (e)da

1




ce qui permettra de conclure, puisqu’alors, on aura
V€ R, [P FO ()] < / 19p.4(@)dz] = Cpg < +00 car gp, € S(R) C LM(R)
R

Pour p = 0, le résultat est vrai, puisque 95 (x) € S(R).
On suppose le résultat vrai pour un certain p € N, Alors,

Vg € N, ¢? f(“‘) (t) = f gp,q(:c)e"“xdm
R

-—1t$
@[gp,q( z) ’tl t / e gy (w)dz
PP _—

~

=0 car gp,qES(R)

P f(g)(1) 2/}2%{(—%26'"”%3:
= /R Opi1,o(2)e

et

!

9
p+1g = =Pl ¢ S(R)

ce qui conclut la récurrence.
¢ Montrons maintenant que si f € S(R), on a

_ 1 it F
Vo €R, f(z) = 2H/Re Fydt
Soit £ > 0. On considére
/ efiﬁe—atgf(t)dt
R

Pour prouver que flz) = fe“”f(t)dt il nous fant considérer P'intégrale , fe‘“ (f e"y‘f(y)dy) dt, et on a envie
d’échanger Iordre d” lntegmtaon grice au théoréme de Fubini, Mais, la fonction {y,t) = ef=te =t () n'appartient pas &

LI(R % R). Clest pourquoi on introduit le facteur et

eite=¢® f() < |/ ()] € L'(R)

on a d’aprés le théoréme de convergence dominée,

lim | ef®e~e f(t)dt = f e f(1)dt

e 0 JR

%]Re"““e‘“zf(t)dt: ;}fReimeﬁet? (L e—ityf(y)dy) i
/b;-? |c“"’e‘5"26ﬁuyf(y)idydt = (./R e”‘tgdt) (/}R |f(y)|dy) < 400

Fuhini-Tonelli
Done, (y,t) — e~ # f(y) appartient & L*(R x R). Donc, d’aprés le théoréme de Fubini, on
peut échanger Pordre d’intégration :

1 it —et? f 1 f ( f —i{y~z) ,—6t? )
il = e dt ) d
2n fbre S 2n Jor Jw) \Jbr ¢ ¢ v

]

Comine,

Or,

Et

o

=\/'!§e—(y*x)zl"‘(transformée de Fourfer d’une Gaussienne)



Donc,
o e e o= o [ sy [Te o vy
27 Jr 2T Jr £
1 2
\\_P_’Z ﬁLf(.T{'Q\/EU)B du
vtk
Donc, . {
A itz F — T —— —u?
ZﬂAe flt)dt l%ﬁLf(m+2ﬁu)e du
Or,

(@ + 2vEw)e ™| < [lgllooe™ € LH(R)

Donc, par le théoréme de convergence dominée, et par continuité de f,
Vo e R, [ @@= (== [ au) fe) = 1(0)
"7 Im \/7_1' B
F est donc un isomorphisme de S(R).

Remarque 1

— En se donnant un peu de peine sur les notations (mais pas sur la forme), on généralise
facilement ce résultat & S(R™).



