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Processus de Galton-Watson

Pas de véritable référence bibliographique.

Soit X une variable aléatoire intégrable a valeurs dans IN.

Onnote,pourn ¢ N, p, =P(X = n) et m = E[X] = )ojo npy < oo,

: n=0
Soit (Xi’j)ijGN une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, suivant
la loi lpx.
On définit la suite (Z,),,.p de la fagon suivante :

Zog=1
Z"

Y c N, Zn+1 — X:] Xi,?l
i—=

L’idée est alors de modéliser avec (Z,) la taille d'une population; plus précisément, Z, symbolisera le
nombre d'individus a la #®™e génération, et pour i € [1, Z,], X;, représentera le nombre de descendants
que l'individu de la n®™° génération portant le numéro i aura engendré (les individus de la population
qu’on considere générent des enfants tous seuls).

On va étudier la suite (7,,), et particulierement, on va répondre a la question “Que vaut P (In € IN, Z,, = 0) ?
{Quelle est la probabilité que la population considérée s'éteigne ?)” !

Lemme

[ Ona:vee N%VieN, 7, L X,

Démonstration : ' e
Soit n € N™; Zy ne dépend que de 7,1 et de la famille (X1 }; -
Ainsi, par une récurrence immédiate, il vient: Z, ne dépend que de la famille {X;;),_ fen

Et, par indépendance des variables X; joonobtientqueVi € N, Z,, 1L X;,,. [ |

Onnote, pourn € N, 1y, = IP (Z,, = 0); et 71 = P (In € N, Z,, = 0) la probabilité d’extinction.
Comme Z, =0 = Z,41 = 0, la suite d'événements ({Z, = 0}),,.p €st croissante et on a bien :

Mo = IP ( U {Zn = G}) = ’}1_1;1;) Ty
nelN

Sipg=0,alorsonaVn € N*,Z, = 1 pset 7, = 0.

Sipj=1,alorsonaVn € N*, Z, = O pset 7, = 1.

On suppose donc désormais pp €]0, 1.

1. On aurait pu se poser la question “Que vaut E [Z,] ? (Quel est le nombre moyen d’individus a la n®™® génération 7)”
Théoréme

Ona:Vn e N,E [Z,] = m".

En effef, soitn € IN;
Z,

¥ X,-,,,} —E ;:IE

i=1

E[Zp1] =E Zy

4

oo
=E []E { iz, Xin
ot

I

z"
Z Xi,u
i=1

[ o0
=E|) Nz E (X, |Z,,]} (par Fubini-Tonelli, car 1;¢7 X, ; > 0 ps et par Z,-mesurabilitd de ;¢ 7 )
=1 :
1 Zn
= |} E[X;,]| (daprésle lemme, on a I'indépendance entre X; , et Zy)
i=1 :

Zn
=E|[}, m] = il [Z,]
i=1

On conclut par récurrence, en utilisant le fait que Zpg — 1.
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Proposition

o0
On'définit la série génératrice de X par G s — E [SX] =) pis”.
On a les résultats suivants : B
1. G est bien définie sur [0, 1] et y est de classe C'.
2. (a) G eststrictement croissante sur |0, 1[.
(b) G est convexe sur |0, 1[.

() G est strictement convexe sur |0,1{ & pg + p1 < L.

Démonstration:

1. Vke IN,s — pksk est de classe C* sur [0, 1], 1a série E pklk conwverge {(vers 1), et la série de fonctions

k>0
Y kpys® ) converge normalement (car X est intégrable) done uniformément sur [0, 1].
k=1
Par conséquent, la série ¥ pys* converge uniformément vers G, de classe C* sur [0,1).

k=0

2. Lasérie entizgre ) | p;s* ayant un rayon de convergence > 1,on a:
k=0

Vs € (0,1, G’ kaks" Let G"(s) = Ek (k— 1)pps*

Comme py < 1,ona: kg > 0, pg, > 0. ,
(a) Ainsi: Vs €]0,1], G'(s) 2 kopg,s™! > 0 et G esf strictement croissante sur [0, 1[.
(b) Aussi: Vs €]0,1],G"(s) = ko (ko — 1) pi, 5592 > 0 et G est convexe sur |0, 1.

(c) Sipo+p1 =1 alorsonaky = 1 et G est affine done n'est pas strictement convexe sur j0, 1.
Si pg + p1 < 1, alors on peut avoir kg > 1 et G” > 0 sur |0, 1{ d’ot la stricte convexité. m

Proposition

o
Pour n € IN, on définit la série génératrice de Z,, par G, : s > E [54’] = Z P(Z,=k) sk
k=0
Comme précédemment, on peut montrer que G, est bien définie sur [0,1].
Ona:Vrn € N*, G, = Go...oGsuri0,1].
N e’

n fois

Démonstration :
Soitn € N, s € 0,1],

7 E‘f‘" % Zn X
G,1+1(S) =1E [S ri+1] =E [5 =1 :,n} = . g®in | = E

00 J
Z Elzuﬁj H SXE,M:!

—_

= XE) B []12,1 = Hs “fJ par Fubini-Tonelli, car les termes sont tous positifs)
]:

oo

= ZE []lzn—I]

j=0 i

= }::’)]P (Zn=j}E [Sx]j = i:]]P(ZH =) G(s) = Gu(G(s))
= j=

:l»_.

E [sxf»"} {car les variables en jeu ici sont toutes indépendantes)

n

On conchut par récurrence, en utilisant le fait que Z; = Xgp g suit la loi de X. ]
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Proposition

La probabilité d’extinction T est le plus petit point fixe de G sur l'intervalle [0, 1].

Démonstration :
La proposition précédente donne : ¥ € IN, Vs € [0,1], Gpe1{s) = G{Ga(5)}. :
En évaluant en 0, on obtient la relation : 7,41 = G (71,), puis par continuité de G sur [0, 1], on obtient que
Tleo est un point fixe de G. Reste & montrer que c’est le plus petit.
Soit 1 € [0,1] un point fixe de G. On va montrer par récurrence que ¥n € IN*, 7, < u,
- Ona:m =G (m) =G(P(Zy=0)) = G(0) < G(u) = u, car G est croissante.
= Sity < u,alors m,. = G(7,) € G(u) = 1, towjours par croissance de G.
Par conséquent, V1 € IN, 71, < u, puis par passage a la limite : 770 < u. - m

T_héoréme
Sim < 1, alors i = 1.
Sim > 1, alors 7 est I'unique point fixe de G sur i0, 1].

Démonstration :
On rappelle qu'on a deux cas :
= 5i po+p1 = 1, et alors G est une fonction affine; comme py > 0, Ia droite représentative de G
coupe en un unique point la droite d’équation y = x. Nécessairement, ce point d’intersection a pour
coordonnées (1,1).
= Sinon, G est strictement convexe sur |0, 1{; il en va alors de méme pour x — G(x) ~ x qui sannule

done au plus deux fois 2,
o0

Dans tous les cas, on a: G(x) — x s'annule au plus 2 fois sur 0, 1] ; aussi G'(0) = py et G'(1) = ¥ up, = nr.
W ti==1
Supposons m > 1,
Alors G’ — 1 est une fonction croissante :
depi —1 <Of(carpy > C0am—12>0, x 0 Moo & 1
donc elle s'annule en un point & €}0, 1].
La fonction G~-Id est alors décrois- G'(x) —1
sante sur [0, ] puis croissante sur [x, 1]. ’
Comme G{0) —0 = pg > Oet G(1) -
1 = 0, il existe un point dans 'intervalle
10, «] ot G—Id s’annule. Glx) —x ™~
Tlao st done 1'unique point fixe de G sur \
lintervalle ]0, 1 {car G en a au plus 2). '

11 - O + m—1

Supposons m < 1.

Alors G — 1 est une fonction croissante sur [0, 1], néga-
tive ou nulle en 1 ; donc négative sur [0, 1] :
Donc G—1d est décroissante sur [0,1], et s’annule en 1. G'{x) -1 |p1—1 - m-—1
Comme cette fonction admet au plus 2 annulations, elle
ne s‘annule gu’en 1 (car sinon elle s’annulerait sur un Po

intervalle non-réduit a un singleton). Gx) — x
Par conséquent, 7., = 1. =

2. Effectivemnent, si cette fonction s’annule en trois points distincts, par le théoréme de Rolle, sa dérivée s’annulera en deux
points distincts, a < b. Mais x > G(x) — x est convexe, donc sa dérivée est croissante, donc nulle sur fa, b}, Ceci implique que
G’ — 1 n'est pas strictement croissante, et donc que x — G(x) — x n’est pas stricterment convexe, Attention A "idée recue qui
consiste & penser que “strictement convexe” équivaul & “dérivée seconde strictement positive” (pour les fonctions deux fois

dérivables) - pour vous en convaincre, considérez x — x%.
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Inégalité de Hoeffding et application '
. - [Ouv2], exercice 10.11
Théoréme
T soit (Xa),eng- une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et centrées.
De plus, on suppose que Vn e N*, X, est ps bornée par ¢, ot ¢, > 0.

On note : Vr & IN* S,,_ZX etanmzc
=1

2
Alors Ve > 0,¥Vn € IN*, P (|5, > ¢) < 2exp( 28 )

fiy

Démonstration:
— Il va s’agir de démontrer le lemme qui suit.
Lemme

Soit X une variable aléatoire réelle, centrée, et ps bornée par 1.
On note Ly sa transformée de Laplace.

£2
Ona:Vte R Lx(t) < exp( )

Démonstration: 1 y
Soitt e R,ona:Vx e [-1L1],fx = _x(mt)+ +At.
2 2
s 1 —x 4y 1+x ol
Donc, par convexité de l'exponentielle, on en déduit : Vl € [-1,1],¢ S5 et —— 5

Mais on sait que | X{ < 1 ps; en particulier, e!* est bomee ps donc admet un moment d’ordre 1.
Ainsi, Ly est bien définieen f et :

Bl-X] , E[Q+X, 1, , . > @ £
< = — 1 1 PR—— _ = — .
L) s =g e b =g e = g (e T+ el) = cht 3;0 Ty S L =P\ m

-+ Fixons n € IN™, " y
i i
On applique le lemme aux variables ?j, otjc [Ln]: Vi€ R Ly(t) = c_] x; (te) < exp (ch)
Mais par indépendance des exp (X;) pour j € {1, 1], il vient:

1 f2
VEER, L, (#) = E{fo(t) < exp (Ea,,) .

— Soientt > 0ete>0;0na: 8, > ¢ efSn > eff,
Ainsi, par I'inégalité de Markov, on obtient :

E [efS%] 2
— Sn ] — ot
P{S,>e)=P (ef > e 5) < ks fLg, (F) S exp (“iﬁ% 2a,;> .

i : - e o
Cette inégalité est vraie pour tout ¢t > 0, donc en particulier pour { = L+ ot —te+ 5 réalise son
.. P &2 iy £ 2
minimum, d'olt : P (5, > €) < exp = —e| =exp|—z |
a?l

— Soit e > 0 quelcongue.
Ona:P(|S,] > ¢€) =P (S, > &) +P (5, < —¢).
Mais on aurait pu appliquer tout ce qu’on vient de faire aux variables —X;, ot j € {[1, 7], et donc :

2
P(Sy < —€)=P(-5;>¢) <exp (75&—)
L

2
Et finalement, IP {|S,| > €) < 2exp (7%) -
H
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Corollaire

Soita > 0; on ajoute I'hypothése supplémentaire : 38 > 0,V € IN*, a4, < n2n-f,

S s
Alors : 2% P2y g,
1% H—o

Démonstration:
: . . n2a£2 n,ﬁeZ
Soite > (0, on a, par Heeffding : Vn € IN*, P ({S,;| > n™e) € 2exp (— 5 ) < 2ekp (—M—)

ay 2
B2
Mais la série ) exp (—11—2—8—) converge {(par le critére de Riemann), car AN € IN", ¥ € N, %n’g z2Inn
. nzl

. nPe? 1
eldonc 2N € IN",¥n < N,0 £ exp (—T) = 5

Ainsi, la série E P (|S5| > n"e) converge, d'oty, par Borel-Cantelli :
nzl .

Ve >0, <limsup {|Sn| > n“s}) =0,ieP (li}miogf{}S,A < n"‘e}) =1

n—yc0
< 1} —1.
4

Cest-a-dire : Vp € N*, 3N, négligeable, Ve € N, 3 € N, Vk > n,

Sk
ke

En particulier, Vp € N, P ( U N {
neIN* kzn
Si(w)

1
ke Sy

p

Onposealors N = | ] N, alors N est négligeable et :
pelN*

7
Yw e NS, ¥p e N*,qn € N,Vk = n,

Sk(w)}

ke S

=

S s
Ou, en d’autres termes : 2% % q, |
nY n—eo
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1. Une autre application, en statistiques; elle provient de la partie 3.2 du livre Statistigue mathématique, de B. CADRE et C.
VIAL, paru en 2012 aux éditions Ellipses. Plagons-nous dans un modgle statistique (H”, {Pp}gcq) avec H C Ret® C R,
Le parametre d’intérét est g{#) avec g : @ — R une fonckion continue. On suppose que Xj,..., X, sont indépendantes et
identiquernent distribuées, de loi Py, bornées Py-ps et avec [Ep [X3] = 2(6). Seit ¢ une borne Py-presque sfire de X; — g{#). On
veut un intervalle de confiance pour g(8). '
n

Y. (x5 -3(0)

Par Hoeffding, Py (|X, —g(0)] > ¢) = By (
=1

nre? ne?
>nel < Zexp (_2_}17:5) = Jexp (—272) Soit « €]0,1],

2

- nety / 2, s 17 . \ :
on choisit £ de sorte que & = 2exp (— :2——2) (e e =cy/ —In —. Dés lors, on obtient Vintervalle de confiance par excés au niveau
c i :

1—a, pour g(#) : Iy = [X_,;cwglng,}?;—i—c‘f lnﬂ.
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