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Etude de la loi gamma

Isaline AUBERT et Ninon FETIQUE

Référence : Marie Cottrell, Valentin Genon-Catalot, Christian Duhamel, Thierry Meyre, Ezer-
cices de probabilités, Cassini, p83-844163+121-123

Soit @ > 0 et A > 0. Soit X une variable aléatoire de loi I'(a, A), de densité
s A Az a—11
f(z) = T@® ° (0,+00((Z)-

Rappels
I'(a) = +°° ez ldr et TI'(a+1)=al(a)

Calcul de E[X].

a +o0
1E[X]=——FA / e 2% de

~ T(a) /+°° 3 du

_T(a+41)
© AT(a)

a
X 5

Calcul de Var(X).

]EXQ - A oo -z a+1d
(X7 —F(a) e M 2

+o0 a+1 du
F(a) / Brey

_T(a+2)

AT (a)

a(a+1)
A2

Dot
Var(X) = E[X?] - E[X]? = %



Calcul de la transformée de Laplace Lx de X.

2\ +oo
Lx(t) = E[etX] — m/ e(i—z\)zxa—l da

lorsque cette intégrale existe. L’intégrande est intégrable en 0 car elt=Nzga—1  go=1 ayvec
gr

a—1>-1.
En 400, l'intégrande n’est intégrable que pour ¢t — A < 0, donc Lx est définie sur |—oo, A[.
On a alors, pour t < ), en effectuant le changement de variables z = 5%,

/+00 a——l du X a
Lx(t T'(a) A=1P 3 A—1 A\A—£) "

Calcul de la fonction caractéristique px de X.

itX xe o [ree (it—X) 1
ex(t) = Ele ]=——/ e TN da,
I'(a) Jo
Montrons que Lx peut se prolonger en une fonction holomorphe F sur D := {2z € C | R(z) < A}.

Pour z € D, on pose
2@ +o0 (=) "
F(z) = / eV M da.
T'(a)
Montrons que F' est bien définie et holomorphe sur D et que F(it) = px(t) pour t € R.
Appliquons le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale. On pose g(,2) := elr—Azga—1
alors
— pour tout z € D,z + g(x,z) est mesurable;
— pour tout x > 0,z > g(z, z) est holomorphe sur D ;
— soit e >0, pour z >0 et z € D tel que R(z) <A —¢,0na

on a

Ig(CB’Z){ = e(é}ﬁk(:z)—/\)zza—l < e~szxa—1 e Ll(R+).

On en déduit que F est bien définie et holomorphe sur D. On a bien par all]eurs Fgo) = px(t
D’autre part, pour tout z € D, R() — 2) > 0, donc on peut écrire ( 8(A=2) avec
llog la détermination principale du logarithme sur C\ R_. La fonction G deﬁme sur D par

G(z) = <)\iz>

est ainsi holomorphe et prolonge également la fonction Lx sur D.
Finalement, F' et G coincident sur |—oo, A[ donc, par le principe de prolongement analytique,
F =G sur D, d’ou

VEER, ox(t) = F(t) = (Af”>



Théoréeme central limite

Isaline AUBERT et Ninon FETIQUE

Référence : Zuily-Queffelec, Analyse pour l’agrégation, p540+555 de la 4eme édition.

e ; 3
~— Théoréme 1 (Theoréme central limite). |

Soit (X,)n>1 une suite de va iid dans L?.
On note S, = Y5y Xi, m = E[X;] et 02 = Var(X;) > 0. Alors on a :

Sp—nm
= =y N(0,1
Vno? 0.1)
\. %

-, . . N .72 . P . n
Démonstration. Quitte & considérer les variables aléatoires Y, =

on peut supposer
m=10et o=1.
X Sn ; . o
On cherche donc & montrer que 7 converge en loi vers une gaussienne centrée réduite. Pour
n

cela, on va utiliser le théoréme de Lévy : on va montrer

P Sn
vn

42
() — e T VeR
n
car si N ~ N(0,1), alors on(t) = e 7.

n
Pa () = vs, (ﬁ) = (cpxl (ﬁ)) car les va X; sont iid.

De plus, comme X; est dans L?, par théoréme on en déduit que ¢ est de classe C? et on
connait ses dérivées en fonctions des moments de X; : ¢ (0)=im =0, ¢ (0)=—-0%=~1.0On
peut donc écrire un développement de Taylor de ¢ & 'ordre 2 en lorigine :

ex () = ex:(0) + F0x, (0 + F0%, (0 +0 (3) = 1= £ +0(3)-

On en déduit alors :

n
12 1
s (t):(l——+o —) .
ﬁ 2n (n)
On voudrait maintenant passer a la limite quand n tend vers I'infini, mais la quantité & l'in-
térieur de la parenthése n’est pas réelle (une fonction caractéristique est & valeurs complexes,
c’est caché dans le o (%) ici). Nous allons donc utiliser le lemme suivant qui traite le cas complexe :



-
~ Lemme 1. :

Pour toute suite de complexes (2, ), convergeant vers z € C on a

Za\ P 5
(1+-—) —> e,
n n

\

En appliquant le lemme & I’expression trouvée pour ¢ s, on obtient :
N
t2 il L +2
(t)={1—-—+4o0|— — ez
o= (1-5+0(3)) =
ce qui termine la démonstration du théoreme.
Démonstration du lemme. Par la formule du binéme de Newton on a
Sk +oo k
P (AR n ﬁ"_
-+ 2) -SR-S (02

De plus on a l'égalité

@_n(n_l)...(n—k+1)_llﬁ n—3\ 177 L
nk kInk Tk ] n TR b n

donc

- +00 k n .k k—1 9
N (P S O 1 I (14)
n . "

Comme 1 — ﬂf;é (1 - 1) >0 on en déduit alors

: "l [ (i
=) € ) St 5 (1”5)

= gl#al _ e(nlog(1+@))

lznl _ Jzn)2
nl| 2ol
< el _g (71 n )

()

_ gl <1 ,e(—“f’—f)>

2
< |2n] elnl
(%) 21



(x) et (3x) découlant & chaque fois d’une simple étude de fonction.

Cette inégalité nous permet alors de conclure car :

efn — <1+ z_n)
n

avec le terme de droite tendant vers 0 puisque la suite (z,) converge vers z et qu’elle est alors
bornée. O

2
< |ez = ezﬂ| + Melzﬂ
- 2n

ez—(1+%)l§|ez—ez“|+

Application : calcul d’intervalle de confiance asymptotique.

Modele de la proportion de piles dans n jets d’une piece : (X;)ien iid de loi b(p). On cherche &
estimer le parametre p.
D’apres le théoréme central limite on a :

Sn_np

Vvnp(l - p)

£ N(0,1).

Donc en notant X,, = ST ona:

\/E(Xn ~2) & N(O, 1).

=

Vvp(1 —p)
= P

De plus, la loi faible des grands nombres donne : 1/ X,(1 — X,,) — /p(1 — p).
Donc par le théoreme de Slutsky on a finalement :

VX —p) L4 N(0,1).
A/ Xn(1 - X5)

Ainsi, en notant ¢ le quantile d’ordre 1—$ de laloi N'(0,1) (ie P(N < ¢) =1-§ si N ~ N(0,1))
ona:
X, —
P —qSMSq ~P(N<q)-P(NS—q)=2P(N<g)-1=1-0
Xn(1—X,)

pour n assez grand.

Donc pour n assez grand, p est dans l'intervalle [Xn = % 1/ X1 = Xl X \/LHV X, (1 - Xn)}

avec une probabilité proche de 1 — v .
En pratique on prend souvent a = 0.05 et dans ce cas ¢ = 1, 96.



