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Inégalité de Hoeflding

Alexandre Bailleul - Pé,ul Alphonse

" Réf : [02] Ouvrard, Probabilités £ - Maftrise, agrégation, p.132-135

L'inégalité de Hoeffding est une inégalité de type « grandes déviations »qui
mesure la vitesse & laquelle la probabilité qu'une moyenne du type loi des grands
nombres s’écarte de la moyenne tend vers 0.

Théoréme 1 Soit (X,), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes,
identiquement distribuées, centrées et telles que ¥n € N*,|Xy| < ¢, avec ¢, > 0.
Pourn € N* on note S, = Y11 Xi.

Alors pour tout € > 0 et pour tout n € N*, on a

&2
< ———m—— |
P(|Sn] > €) < 2exp ( 35 c?)

Démonstration : Commencons par montrer le résultat suivant.

Lemme 1 Soit X une variable aléatoire cenirée et bornée par 1. Pour tout t € R

ona
, 2
IE(e"'\) < exp (5) )

Démonstration : Soit ¢ dans R. Par convexité de la. fonction exponentielle on a
1 1
Vo € [~1,1],exp(te) < -2-(1 — ) exp{—t) + 5(1 + 2) exp(t).

En introduisant les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique on a

donc
Ve € [~1,1),exp(tz) < cosh(t) + x sinh(t).

Ona

; Foo t2n, +co t2n t2
t = < — —
chi(t) g::o(zn)! <2 e exp(z)
car pour tout n € N*, 2"l < (2n)!. (I suffit de remarquer que le quotient %ﬁ est
le produit de n entiers supérieurs & 2)



Finalement on a donc
tz
Vz € [~1,1],exp(tz) < exp (5) + z sinh(t)

d’oll en passant aux espérances (car tout est positif et X est a valeurs dans [—1, 1])
on a

E(e) < oxp (1&2 ) + sinh(£)E(X).

Enfin, comme X est centrée on a bien

E(e**) < exp (g) :

Soient € > 0 et n dans N*. Remarquons que
P(}S,| > €) = P(S, > €) +P(—Sy > €).
Nous n'allons étudier que la premiére quantité ci-dessus, car si X vérifie les hypo-

théses du lemme 1 alors —X aussi et on obtiendra les mémes majorations.

Soit ¢ dans R. On a, par croissance de la fonction exponentielle et inégalité
de Markov
E(exp(tSy)
=P =P < —7
P(S, > ¢€) (tS, > te) = Pexp(tSy) > exp(te)) < oxp(te)

Utilisant la définition de S, et I'imdépendance des X; on obtient

E{exp(tSy,)) = (H exp(tX;) ) = ﬁl]E(exp(tXi)).

i=1

Soit ¢ dans {1,...,n}. La variable aléatoire %‘: est centrée et & valeurs dans
[—1,1], on peut donc lui appliquer le lemme 1. Posons ¢; = tc;, on a donc

E(exp(tX0) = B (exp (t%)) < exp (%) — exp (gcf) .

E(exp(tSy)) < exp ( Zc )

Alnsi

et done

t2 n
P(S, > ¢€) < exp (—te + 5 Zcf)
i=1

2




et ceci pour £ quelconque.

Cherchons maintenant le minimum de la fonction ¢ — -f¢ + 5;2?=1 ¢ sur

R. Sa dérivée est £ — 30, ¢f — & qui s’annule en ~F - Ainsi le minimum du

i=1"1
polyndme de degré 2 & coefficient dominant positif ci-dessus est atteint en fﬂg‘?
i.=:.l ]

Fin&lement on Obtient
52
P,S,n £ <BX|) “awn =3
( > ) ( 2 Zi._.—l ci )

Comme les majorations fonctionnent également pour les variables aléatoires
—X; on obtient de méme

2
}P(“Sn > 5) S exp (M?ﬁ)
i=1 %4

et finalement on a

2
< —_—— ] .
P(|Sa] > €) < 2exp ( 2y cf)



TCL et réciproque

Alexandre Bailleul - Paul Alphonse

Réf : [FF] Foata-Fuchs, Caleul des probabilités, p. 246-247
[02] Ouvrard, Probabilités 2 : mafirise, agrégation, p. 323-326

Le théoréme central limite est un des théorémes les plus importants en proba-
bilités et en statistiques. En voici une démonstration, ainsi que la démonstration
d’une réciproque de celui-ci.

Théoréme 1 (TCL et réciproque) Soit (X,)n une suite de variables aléatoires
réelles #id intégrables et centrées. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) La suite de variable aléatoires Z, = ili\ﬁlfi"ﬁﬁ converge en loi vers une va-

riable aléatoire de loi N(0,1).
i) X; € L? et E(X2) = 1.

Démonstration : L’énoncé if) => i) n’est rien d’autre que le TCL (« théoréme
central limite »). On en donne une démonstration & partir du lemme classique

suivant :

Lemme 1 Soit X une variable aléatoire véelle L?. Alors px admet un développe-
ment limité d’ordre 2 en 0 donné par

o(t) =1+ #tB(X) — lt;IE(X% + oft?).

Démonstration : Soit & un réel. La formule de Taylor avec reste intégral aux ordres
2 et 3 donnent respectivement

1
exp(iz) = 14 iz — z* ]0 (1~ u)exp(tuz)did

et 2 . ,
exp(ic) = 1 + iz — 5 fi?[J (1 — u)* exp(iuz)d¥.




On en déduit
z? 1
lexp(ia) — (1 +iz - 2)| < l—xz [ @ - w(expline) - 1)\@ <

et
- 6

3

2’ 2 .
—zhz—fﬂ (1 — u)? exp(iuz)dg

8
|exp(iz) — (L+iz - 5)| <

5
2 3

|exp(iz) — (1 + iz — %)| < min (332, -l%l) .

‘llf),"\',‘"'ri,:f' o X ¢ i

On a dong, pour tout t € R, " ° X pud

<tE (min (xz, |t|ﬁg—|)) :

Finalement, puisque pour tout ¢t € R on a
| X°]
6

wx(t) — (1 +atE(X) — %]E(Xz)

min (X2,|t| ) <Xl ell,

on obtient par convergence dominée que
3
: o )Y
M%E (mm (a, ,|t|——6 )) =4k
O

Remargue : On peut également obtenir ce développement limité de ¢x en utilisant
le fait qu'elle est de classe C? sur R (sous-entendu si le développement semble trop
long, zapper ce lemme). 11 faut cependant faire attention car le petit o est a priori
complexe, et le passage a la limite dans la suite de la démo est plus dur a justifier.

Revenons & la démonstration de i) = 4). Comme les X; sont iid, on a que pour
tout n € N*, pour tout ¢ € R,

n t t mn
t = | —= ] = e .
pui)=flow (77) = (o (35))
En appliquant le lemme précédent on a donc pour tout n € N*, pour tout

t R, Nao XA
t

0z, (t) = (1 4 i\/ﬁE(Yn) — %E(Yj) +0 (i—))n o

(o)



\g v 3(\\ —

el Moyomobe.

T

RN
A

ou ’espérance E(Yn)’est nulle car les X; sont centrées et Vespérance E(Y;?) est
égale 3 1 par indépendance des X; et par hypothése sur E(X?Z).

ip

Finalement un développement limité de ’expression précédente mise sous forme
exponentielle donne pour tout t € R B é\/;/s } S R | ) ot ob ’
: ! Crafe o D
|

_£
Pz, (t) it € T

Le théoréme de Paul Lévy permet de conclure que (Z,), converge en loi vers une
variable aléatoire de loi A(0,1).

Montrons maintenant i) = ). Nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 2 Soit X une variable aléatoire réelle de loi p. On a

o1 Reox(u) 2
lim QT = wa u(de).

u—=0 ¢
48

Démonstration : Pour tout w # 0, on a oy P

et
21 — Repx (u) 2/ 1 — cos(ux} (dz) ' (
- —— M . o AL tans! .
u2 R u? - e (ﬁ} y L7 ! J

oy an kol -\"--'Jr-z\‘"‘;\‘- RN * {A
Par le lemme de Fatou on a ~D Oon R o t

P . — cos(ux) /‘ cos(ua:) ' f 9
]Ra, pldz) < lim inf 2 A ———————u pldx) < hm sup2 plde) < 2 w{dz)

ce qui prouve le résultat. O

Lemme 3 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles indépendantes telles
qgue X +Y € L2 Alors X € L* et Y € L2

Démonstration : 11 suffit de montrer que X € L* par symétrie des roles de X et

deY.Ona
E((X +Y)) = [ B(X +5))u(dy) < +oo

donc pour p-presque tout y € R, et donc pour au moins uny € R, X +y € L? ce
qui prouve que X € L?. O

Nous pouvons maintenant démontrer que ¢) implique #%). Plagons-nous d’abord
dans le cas on la loi de X, est symétrique, ce qui implique que px, = x, et donc




que @x, est réelle. En développant comme dans la premiére partie de la preuve on
a en particulier

Wl

. . L\
im0 = g (on (7)) =

car la convergence en loi implique la convergence simple des fonctions caractéris-
tiques. AT poe

Pour n assez grand on a donc ¢y L} > 0 d’ol en passant aux logarithmes
i \/m

limy, 400 1 log ((,ox1 (%)) = ——%, ce qui implique Q {i‘.;,g? oo vie g B oncc Lo oy

5;_;‘;": :{l‘ .
1 1 o Bein
x|l ~—7/—1}— 1 v e, {!-s,ff'->”{-f*‘é.l" (, |
\/T_?, 2n f e fparit

Par le lemme ¥ on a donc

B(X?) = fR Py, (dz) = lim 2n (1 ~ox, (%)) =1

Dans Je cas général, il suffit de remarquer que la suite de variables aléatoires
définies pour n € N* par

_ (Xl - XZ) +...+ (X2n—l - X2n)

A 2n
1 (X] +Xg 4+ Xony Ko+ Xa+ .o +X2n)

=% _

Ya

vn Vn
converge en loi vers une variable aléatoire de loi N(0,1).

. . . Xoi_1— . P ’
Comme les variables aléatoires uﬁﬁl sont indépendantes, centrées et de
méme loi symétrique, on en déduit avec le cas précédent que

(7))

E(X;) =1.



