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DEVELOPPEMENTS POUR LVAGREGATION EXTERNE

Inversion de 1a transformée de Fourier
Lecons : 234, 235, 239, 240, 261
[Ouv?], section 12.3

Rappels :
RY —» C

1. Si u est une mesure bornée sur R?, on définit: 7 : Eoe [t du(x)
®A

2. Soity € RY, si g(y — .) est p-intégrable, on définit (g u) (y) = f &y~ x)du(x).
R

Théoreme

Soit 4 une mesure bornée sur RY et telle que 77 € L1(A).

d
Alors u < A et sa densité (au sens de Radon-Nikodym) est : h{x} = (i) j . (t)e ) gz,
R

27T
Prérequis é
—Pouwroc>0,g,: x> (—11) exp (—HLHZ-) est une densité de probabilité.
V2o 202

d
— Ona:VteRE §(t) = (\/27[) gi(t).
— Par convergence dominée : Vf € G, (R?),Vx € RY, (fx g,) () — f(x)-

Démonstration :

4
Etape 1: On va moniver que : Yy € RY, (g, * ) (y) = (%) /IR ; i(v)g (oo)e T2 do.
V2

Comme g et 1 sont bornées, on abien: Vy € R?, g, (y —.) € L1(n).

Deplus, go(y — %) = go(x —y) = (*\/Zl—ﬁ)dexp (— sz;zyﬂz) = (\/zl—m)dgz (x;y).

Par un changement de variable, on obtient ensuite :

s-0= () fon@en ({551 Z= (L) [ nien etz oo

Donc (gr%p) (y) = / . (\/%)d /]Rdgz(ﬂ'v) exp(i(x —y, 7)) dodu(x).

R

d
Or |g1(ov) exp(i{x —y,0))| = (%) exp (gﬂ!;_”Z) est intégrable par rapport 4 A @ j car y est
bormnée etv — i Ll !
exp > € LHA).

On appligue Fubini :

(go+p1) (y) = (v%)d - g1 {ovyeiH) /I;'i o) dy(x)do = (%)d fIRd g1 (o0)e 7 (51 do

Etape 2: Montrons que u & A.

- d . _ -
Soit f € i (R¥), ona: /Rdf(x) du(x) = [ Jim (g} (1) du(x).
Cn applique le théoréme de convergence dominde, car :

H{f*g) (x)] =

[ Fa = vig) dy! < [ =)l g )l dy < [ fllm € LU (k) car e est bornee.
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DEVELOPPEMENTS POUR L' AGREGATION EXTERNE

Onadone: [ fx)dp(x) = tim [ (Frgr) (x) i) =Tim [ [ F4)gotx ) dycu(o).

gnirzppﬁque Fubini, car | f{y)go(x — ¥)] < f ()] |Igoliw est # ® A-intégrable.
13

S@ @ =tm [ [ e - yyaudy =lim [ 16) [ gty —2) dutx)ay

=lm | fy) (ge*p) (y)dy

r—0 JIR4

Maisona:

)l

@) (go+1) )l = 1F ) < W“ﬁ”l

Jgad (\/—%) d () g1{0v)e 197 gp

qui est intégrable par rapport 4 1a mesure de Lebesgue sur RY.
Ainsi, par convergence deminée :

vfeox (RY), [ A ap) = [ ) im (go50) (v) ay

On a doncbien p < A.
Etape 3: La relation précédente nous dorme : h{x) = Iinb (gr*u) {x).
or—

Ainsi : h(x) = lim (%)d | F@)g1 (o)) do.
< (V%)dm(o); eL! (Rd).

1 ! Fr —i{x,U
Donc h(x) = (E) Ad Ay 57 gp. o

Or |(0)g (o0)e 165

Références

[Ouv2] J.-Y. OUVRARD — Probabilités 2, 3° éd., Cassini, 2009.
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Chapitre 37

Théoreme central limite

Raférences :  Quvrard, Probebilités 2, p323

Soit { Xy )nen une suite de v.a. iid de carré intégrable. On note m = E[X], 0% = Var(X) et (5, )nex

ia somme des X,,. On a alors :
Sn —nm

— N(0,1)

L

Quitte & recentrer et réduire les variables, on peut supposer que m = 0 et 0@ = 1. La démoustration va
Sn,
utilizer le théoréme de Paul Lévy. On note ¢, la fonction caractéristique de —= et on va moutrer que la suite

vn

(¢n )n converge vers la fonction caractéristique de la loi normale.

» Btape 1 : Soient {ay)y et (bn)n deux suites de nombres complexes de modules inféricurs 4 1, on a :

<Dla -t

=1

T T

H%‘*HE"@

i=1 i=1

W e N*,

Le résultat est évident pour n = 1. Soit n = 1, 0na :

n+l n+l n+l n+1
HQZ—HE? Haz—an_,_lﬂb an+1HbAHb
g=1 i=1
Tz T
< |any1] Hflz‘ - Hﬁa + Hba [@ne1 — brya
iy i il
. ; 1 i=1
<] Jai- 106+ [Anst = by
=1 =1

Par récurrence on a le résultat.t

o Btape 2 : Soit X une v.a. 1.2, alors on a

Yie R,

wx(t) — (1—{-;ﬂE[X}— ~E[X? ])E < £F [mm (Xz X0 ixsi)]

1. pas de référence, c’esh & connaftre par W ...
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CHAPITRE 37. THEOREME CENTRAEL LIMITE

D’aprés la formule de Tagylor-Laplace 4 Pordre 1, pour tout réel T, ona:
- l -
el =1 +ir— IZJ- {1 —u)e™
(]
= — (1 +ix— a—) = —z* f (1 —uw)[e™ — 1jdu
o

e | 14z i <
2

\$2

De mérme, en poussant la formule & Pordre 2, pour tout réel &,0m 4 :

_ 2 g0t .
e”=1+z’$‘———i$—f (1 —u)e™dy
2~ "2 ],

€ — (l—i—ix_—z-z—)isiai%}

) 2 3
Oz a done la majoration suivante : Ve e R, 1 — [ 1 +ix— % < min (rg, i%-—i) . On obtient le résultas

en appliquant cette inégalité & £X et on effectue I'inégalité de Jensen (@~ {z] est convexe).

» Eiape 3 : Application i ¢,.
. x ¢ A s . .
SoitteRet ne N™, ona: @,(t) = ps, T = |wx T } : par propri¢tés sur les fonctions caractéris-

tiques (somme de v.a. indépendante et muttiplication par une constante). D’aprés les deux étapes précédentes,
on a
23" O\ £2\"
()~ [1— — — ) —[1-=
w0 (=5) {=|(ex () - (- 2)
sTex N on /|
2
< niE [zmn (Xz, ﬂ[xﬂ)}
n

6+/n

D’aprés le théoréme de convergence dominée {dont les hypothéses sont vérifiées) on a :

—_—
—+0
En cutre, on a :

n—+c0

On g dong : 2

VieR, @u(t) — e T

—>+4-00

Le théorgme de Paul Lévy permet de conclure.

Adapté du travaeil de Baptiste Huguet.
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