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0.1 Théoréme central limite

Référence : Ouvrard 2 p 310-315. Lecgon : 218, 261, 262.
Lemme 1 : Pour tout nombre complexe 2z et n € N*, on a

< ex —(1 M " 1
< eap(lel) - 1+ 2 ()

Il en résulte que, pour tout z € C, la suite ((1+ 2)")nen+ est convergente et que

z n
exp(z) — (1+ E)

limnseof{l + %)" = exp(z).

Démonstration. : La formule du binéme donne, pour tout z € C :
@-a+dr -y 2o (12
exp(z) —{1+=)" = o N vt
v aNw
En tenant compte de 'égalité

G _1nn=1)--(-G-1)) H(l

ni gl nd

1l vient alors
. ' —1 k
exp(z) — (1 + Z ) Z [ H - H)] (2).
j=n+1 J: J—O
Puisque 1 — [Tig(1—£) >0, on a

<> EL s B -Te-b)

J=n+1

exp(z) -
ce qui donne (1) en appliquant (2} pour |z|.
Enfin, puisque In((1 4+ £)*) = |z} + o(1), on a lim, (1 + 2)" = exp(|z|). 0

Lemme 2 : Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors
sa fonction caractéristique ¢y admet un développement limité d’ordre deux en 0
donné par, pour tout ¢ € R,

¢x(t) =1+itB[X] - f;E [X?] -+ olt?).

1



Plus précisément, on a l'inégalité pour tout ¢ € R,

420~ 1+ upx] - S (x| < 28 [min?, D]

Démonstration. La formule de Taylor (appliquée & ¢ —> exp(itz) entre 0 et 1) avec
reste intégral écrite 4 ordre 2 donne, pour tout réel x,

1 : .
exp(iz) = 1+ iz — 332/ (1 — u)exp(iuz)du
0
goit, puisque fol (1—u)du = %,

expliz) — (1 + iz — %2) = —:1:2-/.5 (1 — u){explive) — 1)du

11 en résulte que
2

eapliz) — (1 + iz — %—)‘ <o

La méme formule de Taylor 4 Uordre 3 donne, pour tout z € R,

2 g
expliz) = 1 + iz — 5 i?/ (1 — u)explivz)du
0

Il en résulte que
2 43
lea;p(z'w) —(1+4iz — ?'2—)‘ < %L
Au final, on a
. 2P _ T
’ercp(w:) —(1+iz— i)l < min(z®,

On a déduit Pinégalité de énoncé (en remplagant = par ¢X puis en prenant I’espé-
rance) et on conclut & P'aide du théoréme de convergence dominée :

3
limb [min(X 2 M)} =0
t—0 6

de sorte que t2F {mz‘n(Xz, h:l%{l—a)] = o(t?).



Théoréme [Théoréme central limite] Soit (X, )nen+ une suite de variables
aléatoires réelles définies sur le méme espace probabilisé (2, &, P) indépendantes, de
méme loi (on note i.i.d) et admettant un moment d’ordre 2. Alors la suite de terme
général Y, définie pour tout n € N* par
_ Z:;::l Xk —nFE [Xl]

rvar(Xy)

converge en loi vers la loi normale A47(0, 1).

Y,

Démonstration. Par indépendance et identique distribution, la fonction caractéris-
tique de Y, est donnée par

. t SN
by, () = E ¢X;—Elxll(m) = [@(&—E[xd)(m)}

Le lemme 2 appliqué a la variable aléatoire ¢{X; — ' [X;]) donne

2

1 i
e (———e=) = 1 + e X ) — ——— X
bexa-mxa( oar(Xy) X;)) /mvar(X;) 2nvarX,

On obtient donc le développement asymptotique

var(X,) + o(%).

12 "
)= [1- = o=
b= [1- 5 o)
D’aprés le lemme 1 {Attention o(1) est un nombre complexe) on a donc

t2
liMpsoeYa(t) = emp(mwzu)

On reconnait la fonction caractéristique de la loi 47(0,1). Par le théoréme de Levy
on a done ¥, - A7(0,1).

O

0.2 Ruine du joueur

Legon : 249, 262. Référence ;: Ouvrard tome 2 p 380 exercice 15.2 .
Notation : AX, = X,, — X,,_1.



Contexte : Un joueur joue a pile ou face avec une piéce non nécessairement
équilibrée ; on note p la probabilité d’obtenir pile lors d’un jet. Il regoit 1 euro de la
banque s’il obtient pile et en donne un g’il obtient face.

Fortune initiale : ¢ euros € N*
Fortune de la banque : b euros € N*
Le joueur joue jusqu’a sa ruine ou celle de la banque.

Modélisation : On considére (¥},)nes+ une suite de variables aléatoires i.i.d de
loi pd;y + g6_; o0t g = 1 — p définies sur un espace probabilis¢ (2, &,P). On note S,
la fortune du joueur aprés n parties :

n
Se=a Sn=a+ZYj
=1

En posant Yy = @, les processus Y et S ont la méme filtration naturelle (&7, Jnen.
Enfin, on considére le temps d'arrét

T :=inf{n € N*|S, =0 oua+b}

qui correspond au temps d'arrét du jeu.

Probléme : On s’intéresse & 3 quantitées :
o Quelle est la probabilité P(T" < +o0) que le jeu s’arréte?
¢ Quelle est la probabilité p := P{Sp = a + b) que le joueur gagne?
¢ Quelle est le temps moyen E[T] d’arrét du jeu?

Démonstretion. Commencons par étudier la nature du processus S = (Sp)new. Soit
n € N*, Par indépendance on a :

ElAS) | ] = ElYa] =px1+gx(-1)=p—gq
Ainsi,
- Si p = ¢, S est une martingale.

- Si p < ¢, S est une sur-martingale.
- Si p > q, S est une sous-martingale ce que Pon suppose dans la suite.

La sous-martingale S admet la décomposition de Doob § = M + A ot (M,,) est
une martingale issue de a et (A,) un processus croissant prévisible issu de 0 défini
par la relation AA, = E[AS,]e,1]. Par récurrence immédiate on a :

Ag=0¢et sinz1, A,=nlp—q).

4



Le théoréme d'arrét appliqué & la martingale M = (S, — n{p — g)}nen et au temps
d’arrét borné T' A n donne alors

a = BlS) = E[Sra — T An(p—q)]
D’oi
(p—@)E[T An] = E[Stan] — @ (1)
Mais par définition de T, on a pour tout n € N, 0 < Spa, < @+ b, donc on a

0 (p—q)B[T AR} <b

Par le théoréme de convergence monotone, on a E[T] = ligz E[T A n]. 11 en résulte
"

que T est intégrable. En particulier, 7' est fini presque sGrement c’est a dire P(T <
+c0) = 1 (considérer la suite T}, = nlp-o < T et raisonner par I’absurde). Ainsi,
comme 1" est fini p.s, (Sran)nen converge P-p.s. vers Sp. En passant 4 la limite dans
(2.3) on obtient par argument de convergence dominée que

(’P - Q)E[T] = E[ST] — (2)
Or, par définition de T, on a
E[Sr] = (a+ b)P(Sr = a+b) + 0 x P(Sp = 0)

donc on obtient B
) p—a
e (3)

i) = &
r—4q
Cherchons a présent le paramétre s > 0 tel que (U, = 55,y soit une martingale
non constante : %1 est &, _;-mesurable et s¥ est indépendante de o7,_; donc pour

tout n € N :
B[Up|n_i] = E[s%1 8"t 1] = s51 B[s™|o_ )] = 5501 B[s7)

soit 1
ElU, | -1] = Upa(sp + EQ)'

On a sp+ g =1 si et seulement si s°p — s + g = 0. Les racines sont 1 et g/p. Pour
s = q/p, U est une martingale non constante. Par définition de T et puisque ¢/p < 1,
on a pour tout n € N, 0 < Ura,, < 1; la martingale arrétée (Uray,) est donc bornée
donc équi-intégrable donc converge P-p.s. et dans L! vers Usp.




Par définition de T, Ur prend P-p.s. les valeurs 1 ou (%)“H’; sa moyenne vaut

donc
zmw:ﬂ&:m+§wwwﬁw+w

s0if, q
ElUr)=1-p+ (5)“*%- (4)

Par ailleurs, par le théoréme d’arrét , on a, pour tout n € N
ElUrnn) = ElUo] = ()¢
ce qui donne, par argument de convergence dominée,
B(Ur) = lim E{Urm] = ()"

en repoftant cela dans les égalités (2.4) et (2.3) on obtient

-G
P—l—_“"@w



