262

Yot (o, ﬁ/ iP) i wfwéu&,&a’ Lot (X“Jmew ot gucte di vﬂ;:a%

Aﬂéft—-m Abrn .ﬂ.a‘w&uw Aars JRJ%I-E. it X ot Bedar 48 gpn. ST

@ &”"Wﬁw)‘“‘ sune ﬂ*wﬂ 2 /awﬂa&;éf&’:

1) Boaiogtoie pitsgiet Aonk |

%1_’ O it 7*4 (k""LGw Wwfu Sundatrd” Vs X, U oo aufy
Xo L9 X o; ﬁ"((‘ue.n., Lo, Xz Xow)f) = 4 .

o
‘f:T;l-‘ By el suirantis Bpand L’?WWJ:«:
n x, L2 x

o PV n {I.-XIs£)=7 VE>o

LT P T

3) k.. If’/é«fa !x,,\-xikg) =0 VeE>o
Rl I V-] -“\7',4.-.
& P{ Ix. - X - VESo
C‘({W["h wlcg)=m € >

B0 Xt (), it o leipanad Aiilasi (vit) o D

Mg Voo 3 X0 £2

rse 2‘;
£ . .
o i o i s B, o
(&~ L2, poc .
Trap § (Bod- ol pptyes).
s F Vero, T KXz §) <o, dona X LD x

T

o g By (L, indgndods, D

Xn +D 0 20 VEroe, E H’(!Xdzg) < tao .
Bec: 2% 4, (x.) . ol ids

X..—':-'—d—b" s z:p,.(-#aa.

4 Al X,A/ng..);gﬂq,.;p:

}/-EMI

28 o
Tp iy Z Py ~Xal > £,.) Ctoo oase 2 6. <t F & 30

e, (Xn) Crvtagt pruger suninant

e

Bvte, U‘t"“j&«a Any Ce ] .

The ¢ ( Mancly aliediins o ZH)L'?EW{J
B wvla (‘e")’:‘gfg,,( Lo bosr W;»«e e //?'{. )2 9"‘\)%{4/* ifd

’f‘:f)eadful Vi€ E'?,JB, M/.PG,:E,‘).: [F(gf_._._p'\):;?:_
O./M.c Sg =0 M 5"‘=k_§-54' ‘

Vi&ﬂ Vista A>3 ”’(?5»./--)'4&): 7.
“”Wm prglobilide”:
r74
3: & v‘-l?e“}r,q (X,jﬂ_uuwzuw&’b’w,\’/ o o e
%—‘ o /
¥~-'f-—>_x - b Wlx.-x1>6] = o
Rl W RV
Ramto: Gn n il tPpp Mo b Binite ollim .
: : /i .
‘&?‘ﬂ*’ ZA//HWA@MM/.&” P XM—L—>X/9.1‘.-
O ()XM_.{{)_)X . gﬁwo (’X’_/ym) __£J_> (X,}’}.
P
+ X,\Li;.x =" Xﬁ_._jﬁ.;x

Ves>e,

r“’ﬂv\ Ta:

v X —'P"> X otd & bk sors - sty (mdﬁeﬁv f,-,p“"" Bolngn, ot
Heum -s0ife, gngf/psw J&Jﬂeﬁ( x“&, 20 oy
Cotn T30 e Ry (K) , teo Gellr dotoy wvec X, v BA), elons
> X
T4 7¢. 7 Dttt s
o (i e &«4,?} (‘x“)ﬁFﬂ,‘ %—4-“?2 2, fﬁ-o-ev-eﬂ&(:t 244

mﬂ_'::“’ 1L, ’P(IX,,.“{-X,,/“;-G):D VEre .
3) Lo dor grondy bty o aplicatin, .
T 15 (li o ooy wenli) )
S B, o L, e XDl T iy

% (X"‘}-..(-.ry red L7, il Xo Ay Elxq
. Y (%) o e Lf‘/ How R LIS Fixg

+ Codnia) /,-4;/,?&,_,, Ko L2 € oo Ky €L o dee €= (k).

L i)




App 18 (Mods » Condy) : B

: aonduite whenbe. g 4‘,_./;{7...&\ ’ D”juf—d' ﬂ“d“'r’("fm),.(.wi‘/“? % .o
©: = -{RJ ;pc}:ﬂ-c :j w(fm Ao = E(E{X)) Fo X va ’bm”&% !

b m <t atte Xi tid o X ol 'f Z z'\'i/ _ﬁf_> © . T
(’ Fixe I) . ’ [l FY ﬂk/ i V"}"FW’ at w-'—?c/ﬁ Aeat”, i f-: f {J% 1
%7: R M ity ofudinton, 407.«& (3¢,7) Tl 23, (W g e ) Bt ["me it 2eifT tdasnti i
w M k‘”%{fwéego&wafﬂm Pl

vaniably abadiginag poridiiia | oo
M 4l ideis g 8 sl d e D < RY

e cons 7 &, : i 2 xi (Kol iidw Bpjat Gzp
Aoy B at o il foliit tompislid A2 6 .
| D Lemvgios 07

o Bim Fx.) = tf(ﬁ; X/
(“"”"’?“““ demirii ) e
» "y &

Esé{ il 44 .\,if‘ - X -L>x 7 4.,2. FRTN L‘! &'%
e M ol O he) e ) 454 Voew, IX0syp, £: X " NS a
. Y Mmlwa{eGC@ MN/M« Giriliinna da (x;, 0 X ‘)/wfu@,‘/ —-—>x

'LAM L O w W-'QF«.: dor @ (m«fw—r-! z-‘%u) XX «-—-—-))(/ Loy il ol s g - Mf'q(m#g
o o ek 7 on Jj/—wﬂ.f%-«- @ L & st &ch‘v‘l’ (Mf WMWM} A e fﬂ- x"‘ﬁ r- 4} X . .
3 X. .2
fM— fél > [9 (M!/a 9,,\ -—'i-—) @) g( Z—fﬁ- z‘.",_ X E L . '_ fb‘( XA‘- Xffo?m P Aﬂ'ﬂqj 7 4
Cc 783 Mo {ous , Pe B 7

3) uw//%—m{ M;MLQ o Corrtagice w0 peclebiita

T*‘z**“' z?‘—»x g X L x
Caeid: o X N('r~4 St 7
Lo pLy % AN Y uﬂ‘f:t -—_...
1) &?Z;«'/:r% U prrmitar Mm&?fza; Yoid pELT a0l . ~is X - M{iﬂ -~ X > ¢
@ m "4‘4"’1#‘-?«1 : TAS
Ezf"ﬂ O pns 12 Q1) = f 2ok misenalll /) ’/UJ'PJ"/’(V\{} o r
e # i b Jef PR RPN I W A
PP I XY /¥ S L WW (lic=® o @ G ftvffu p(mjafr.v ot 4 V/ J——é{ {UI) 1
A4 . =
(Q.f(.,.a f//// :(j ]fm/l"[ﬂ,m),’p V/G X cé:g ::]/: Eﬂk/ﬂ’k’-)c) ]
Bezer Ly i ‘ S 28 % e cw el 2 po st 2 c”, o Oy, o UL .
~H’m) ko) (L5, 1) 2 o ?MMWJW w;fﬂl T 29 % wosention sipotsy ool Epuisalide,
; it fﬁcf/r..oi s : b1 X “‘_‘)X “ (x"‘}'w ot UL
: L"CL” avie Mol & Wty 2 Xe o7 o x,,_‘_7_>,(
o e  Aa ¥ s
N 2. WV"’?,‘«A,Q L {Tj(f“{ W?«?,&,Lg L @ 8""’*"%4-1 e fo 1) Bidiitin thpatorifore prapititily |
l} a%—&wwfvw%mz '0#3‘“b‘“"”f"“(x)cw“"“"‘?“&“’e”mx”f""“""{*x'{‘))(
(__:,_c-_z_z__: . {2 J.J-%/f L. puddy %’Jmewf” /o ﬂc,,:‘[] //: chfff]
ﬁ’l: ﬂc'/%-‘r . &a = f ;

W Yfeccy , Eifix)] > E(ffoy) -
‘-'-—/4L:1,-/"jC%,%J/ff‘fL%,q‘ﬁw ep ﬁ-lfuﬁwt,;w it |, s w0 X Ky x
Urarkagi mﬂ’:/«,{- P suneptf"

5()(.“) _,.'f_) f[}(}

Moy fo Ly e omiy fo ot

/-b--«ﬂ




[ 74 %0 ( Leney) -

Coev 2

A

z)

Ih 32

Ec Se 33

324

€

“"{> X  oar

2

b Sty X gre

App 3% -

K -_..2..7 X o VacE‘ZD,\«/ Gﬁrﬂq —
[N Dx‘: (ZEfR/FxM-‘v"Mh:tJ.

Bomn oo U Ty ¢, D N,

The 33 O "Z.m,aﬁ-l 'g“’(Xﬁu.p/N e X ved Aty von Aiscdfs, (XUL)_-‘:W//"'&-—-;
:
Xm

A g —> A M N J-')F“zf--) ,

o) —.(j_‘> VVD@"/U"'/-

Ve W' IPe:l) —s Pa:f)

véeJr, +c, é&({—/ —s Gyl

L X _._.{.; ¥ MLX’VPQ}

C- 83T X

&
_?A_rfﬁ LY SRS X.. "‘LXIAZM Kﬁ_{:’x { doe afw’m%m”’/ﬁ

Xn ib')’ moiz [Xow Ylat de X %‘
jjfﬂ3- b 373 CC/RJ p

[ on 0ty {

- XN.B(—’{—} . Y= 4»x~p(%, ey :

pPa wLP)

r

¥oXs oo po -_->J< Moy x, Iy x

M-—>c , ol P, v2)

> (c) )
pA iw

g{ﬂ

?f,bﬁfa %M"‘f* W&mrﬁfw Ao & via. X A “ff‘eﬂu/ﬂw
Y, : R — ¢
A s E(-Q! ('4'/?(?)

X, _i._.> X o4 VHER, Y’km(H —_— \fx +
Vo 40 (Thning bl Livits (Tet]] g X0

Cn 7

Lcw Aid L‘ *

. "-v(i m o= EX o rf‘".-: Vw\{xf} /n.Eug'.
W& -] 2
= > ‘Jf'(’rf}
b8,/

~ e

doy S

st a ikt dp anialy leidii f-b%;ﬂ. Su A B p)

- mpa

y(’\rf»r.,o}i

x) VV@/!}.

Q«#lﬂr Yd- 2 €T 1. Ko (K, Voo ) = e s s
Fit (Xa, . ,x) -~ M»WJ&& bi Vo
o?.ﬁ/uq/f‘ xm,x AL @ ’lf Vee @, IP(@EC . );7-.,(

é—(if-ﬂ W: {d, f)z (’P&)GE = “B(rj)f’EC- 73 z‘% (Xfr--/ ’(~} oo
xio&,/»e& ofe /&1 JB(/a/

Cowr yT K- p ¥ N Mo, 1,
Y& 1+-%)

G t-ds Plpe [ K Jz((’?:“"’a), )?:-h/-.,(bmj)

P /f’.( »{"ei - _:é f—t‘-ul 7W,’,6 ,& /& &' mqyn.fz af-ti M}&v«"ﬁ.




-,

Ntin b

o Beads - Lodonne

o (urrend T

v .BIHM' P?J!o

rt1) 4 Fwy 0 [3)

ra), r£3)

1) M o)

M)




2.3 Marche aléatoire sur Z¢, d > 3.

Référence : Plan de legon de Louis Garénaux et Michel Nassif.

Lecons concernées : 260, 262, 264.

Théoréme 1. Soit (€;)1<i<d la base canonique dans RE, et (&;)icre une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribudes telles que

1

T 2d

pour tout 1 <i<d. On note S, :=> -, &, So = 0. Alors pour d > 3,

P& = &) =P(& = —ei)

P(|Sn| — +00) = L.

-

Démonstration. On cherche & montrer que > P(S, = 0) converge. En effet, si on note
R =E[},-¢1s,=0] Vespérance du nombre de retours en 0, on a par Fubini-Tonelli, B =
2 >0 P(Sn = 0), et U'on pourra aboutir 4 une conclusion.

On cherche alors a calculer P(S, = 0). On pose, pour ¢t = (¢, -- , 4} € RY,

d

d
p(t) = pg (1) = B[] = Z %(eit'ej +eT%) = éz cos(t;).

j=1 j=1

De plus, par indépendance, on a @g, (t) = ((p(t))"
D’autre part, avec vs, (t) = > zeze P(Sn = k)e*?, si on pose T := [—m, 7], on a :

kcZd

par Fubini puisque W ZkeZd de IP(S-H, = k)eik'tldt = ZkEZd IP(S” = k) =1 et pujsque

W Ja etFtd = (2%)(1 Jra H?:l etkitidt = §F.

Puisqu’il faut un nombre pair d’étape 8 (Sp)n pour revenir en 0, on sait que pour n
impair, P(S, = 0) = 0. On remarque que |p| < 1 sur T% et {©(t)] = 1 si et seulement si
t=1{0,...,0),£(m,...,m). On obtient alors :

1 1 2n
S B(S,=0) = E’é’%ﬁ 5 [ esattit= W% | etonas

n>0
” 1
(27r f Z ole)"di = (27r)d del— P ORk

par Fubini-Tonelli puisqu’on a justifié que ¢(t) est réel et pulsque |l < 1 presque partout
sur 7.
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Puisque 7 1@2 est continue sur 7%\{(0,...,0),%(x,...,7)}, il nous reste maintenant &
justifier I’ 1ntegrab1hte de la fonction —17 en (O 0) :|:( ., 7). On se limtte au point

{0,...,0) puisque pour tout y € R, cos(y & 7) = — cos(y}

Or en 0,
1 £ 2 |zl 2
o0 =32 (1= F o) | =1 g+ ol
et ainsi
-t = B0 o
donc
1 d

L—w(e)®  [1eli?
qui est intégrable en 0 dés que d > 3.
Soit maintenant & € Z2, on montre que 3, .., P(S, = k) converge en se ramenant en
O:so0itleN*, ona, pourn>[+1 B

P(Sn = 0) > P(S, = 0 et S; = —k)
2P+ -+ a=—ketyit-+Hén=k)
=P(S; = —k)P(Sp1 = k)

car les & sont i.id. Orsil = |k|, P(X; = —k) > Zé—@%ﬁ donc

SP(Su=k)=> P(Spy=k) < X =1 ZP(SH—O)<00

n=>0 n>l n>l

On peut alors conclure : pour k € Z%, on note Ny, := Znao I s,—% le nombre de retours
de S, en k, et puisque E[Ng] = ano P(S,, = k}, Ny est fini presque stirement. On a alors

P(|Snf - +o0) =P(VA € N*, 3ng, ¥n > ng, |Sal > A)

= lim P(3ng, ¥n > ng, |Sn| = A)
A—+too

= lm P(Vk, [k] < 4, Ni est fini)
A—+oo

== 1
puisque {{3ng, Yn > ng, |Sy| > A})aew est décroissante, que {Ing, Vn > ng, |Su] >
A} = {Vk, |k| < A, N est fini} et puisque 'union dénombrable d’ensembles de mesure
nulle est de mesure nulle. 1

Remarque : pour obtenir ﬁ Jra ©s, (£)dt = P(S, = 0) on pourrait utiliser les coef-
ficients de Fourier de yg, mais cela suppose d’introduire les séries de Fourier en dimension
d, (cf H. Dym, HP. McKean, D. Aldous, Y.L. Tong, Fourier Series and integrals, Academic
Press, 1985).
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4.2 Théoréme de Lévy
Rétérence : H. Queffélec, C. Zuily, Eléments d’Analyse, Dunod, 2002.

Legons concernées : 250, 260, 261, 262.

- Définition 1. On dit qu’une suite (Xn)n de variables aléatoires converge en loi vers X si
pour toute fonction continue bornée f, E{f(X,)] - Blf (X))
k) O

Pour une variable aléatoire X on note px(t) := E[e*X] sa fonction caractéristique. On

note Co(R) l'enserble des fonctions f continues sur R telles que fl=z) ; !—+> 0.
Ty —+1-0C

Théoréme 2 (Lévy). Soit X, Xy, . -oyXp,... des variables aléatoires. Alors on a équiva-
lence entre
(i) La suite (X,)r, converge en loi vers X

(#) La suite de fonctions (wx, )n converge simplement vers vx.
On commence par montrer la proposition suivante

Proposition 3. Une suite (X,,),, de variables aléatoires converge en loi vers X sz et seule-
ment si pour toute fonction f & Co(R), E[f(X,)] - Elf(X)).
kA oG

Démonstration. Le sens direct est évident puisqu’une fonction de Co(R) est bornée.

Réciproquement, soit £ > 0, f € CJ(R) et soit A > 0 tel que Px{z,|z|] > 4) < e On
pose ¢ € Co(R) la fonction valant 1 sur [—4, 4], 0 en dehors de i—24,24], et affine entre
—24A et A et entre A et 24. On a

f (1 - @)dPx < Px(z, [z] > A) <=,
B’
On &crit alors

[, #ex, - | 7 = | r- o,
+ [ | rodex, - / ftpdﬂ”x} + [ F1=o)dx = dn+ By 4 G

On a alors lAn| < [[flico Jp(1 — 9)dPx, = |[flleo (1 — JpdPx,) d'ot limsup, |A,| <
[ flloo (1 - fR gpd,IF’X) = 1f]loo fR(l—(,a)dPX < €{|f|lec par hypothéses. D'autre part, | By | B

+o0
0 puisque fo € Co(R) et |Cy] < g[|fllso. On a alors

fR fdPy, - fR fdPx’ < 2| flloo

et done |E[f{X,)] — E{f(X)]| 2oThe 0. C

lim sup
n
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- Démonstration {Théoréme). L'implication (i) = (ii) est directe en remarquant que f{z) :=
€% est continue bornée pour tout £ € R.

Réciproquement, on se donne [ de la forme f(z) = [, eo(t)dt avec p € L}(R). Par
les théorémes de Fubini et de convergence dominée, on a

Bf(Xn)] = E [ /R e“X“go(t)dt] = fm o(t)E [e%%n] dt
e LB (] 2t =E | [ o] = BL0

Maintenant, si f € Co(R) et £ > 0, on sait qu'il existe g € C(R) telle que || f ~gl|eo < €.
Or C°(R) C S(R), et donc par bijectivité de la transformée de Fourier sur S(R), g s’écrit
glz) = [ €™ p(t)dt avec p € S(R) ¢ L*(R), et on conclut par inégalité triangulaire en
remarquant que pour toute variable aléatoire Y, E[(f — ¢)(Y)] < [if — 9llco- O

On peut déduire de ce théoréme le théoréme central limite, au moyen du lemme suivant :

Lemme 4. Soit (2, ), une suite de nombres complezes de limite z € C, alors

n
(1 + z—”) — €%
T —r+o0
Théoréme 5 (Central limite). Soit (Xp)n une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribudes admettant un moment d’ordre 2. On note m = E[X)] et o =
Var(Xy). Alors si Sp =3 0 _; Xn,
S, —mn ¢

N = N(0,1).

Démonstration. On peut sans perte de généralité se ramener au cas m = 0 et ¢ = 1. On
ors _— o X g2
utilise le théoréme précédent et on cherche donc & montrer que @ s, (f) = e+ /2 pour tout

t e R.
On note g 1= @x, . Puisque X; admet un moment d’ordre 2, ¢ est de classe C? et vérifie :

©'(0) = EfiX ] = 0 et ¢"(0) = [~X?] = —1. On a d'autre part

@%(t) =E [ﬁ eitX}c/'\/"—?':l — kl;[l]E [eit}(k/\/ﬁ}

3

k=1
, ¢ i .t2 1 n
=F X /1 n — o _ v 4 )
[e ] v v 1 n T o(n)
On conclut done avec le lemme. O
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