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Bernstein sur les lois normales

Caroline Robet & Maylis Varvenne

Théoréme. Soit X et Y deus variables aléatoires réelles indépendantes, identiguement distribudes de loi p (de
fonction caractéristique @), L2, telles que X+Y et X-Y soient indépendantes alors X et Y sont des variables
aléatoires gaussiennes.

Démonstration. On note y ==y * .
~ Mq Y(u,v) € B, §(u + v)F(u — v) = F{u)*[F(v)|* ol 7 est la transformée de Fourier de .
Par indépendance des variables X+Y et X-Y, et des variables X et Y, on a sur les fonctions caractéristiques
que Y(u,v) € R*:
P4y, x-v) (V) = o ary (W —vy(v) = ewe(u)ev)e(v) = w(uPlo(v)|®.
De plus, on a aussi pour tous réels u et v :
x4y, x - v) = e vyu +v,u — v} = plu+ v)p(u — v),
on a donc pour tous réels u et v,
p(u -+ v)p(u —v) = pu)lp(),

Or on a ¥ = px4y = ¥?, en meltant au carré 'équation précédente, on obtient alors la relation

V(u,v) € R, F(u + v)i(e — v) = F@)?[{EN* (1)

~ Soit 7 la probabilité définie pour tout borélien A par F(A} = y(—A) et § = y*7. Montrons que
la transformée de Fourier 8 de § vérifie la relation : V(u,v) € R?, §{u +v)d(u —v) = (5(w))2((v))?
Le théoréme de transfert permet d’établir Pégalité sur les transformées de Fourier de y el 7 :

VieR, F(t) =7(t).

On a donc ¥t € B, 8(t) = F(E)F(t) = H£)F() = |7(t)]? > 0. On prend alors le carré des modules dans Ja
relation (1), pour obtenir que pour tous réels u et v,

S+ 0w —v) = ()2 C@)? (2)

— Montrons que G = {t € R|5(t) # 0} est un groupe, que & ne s’annule jamais et déterminons
& puis [§]. Si u et v sont dans G, par la relation précédente on a 8(u + v} # 0, 5(~u) # 0 et 50y =1
donc G est un groupe. De plus, % est continue donc G est ouvert car G=34"~ L®+*) d'ott G = R. Donc & ne

g’anmnule pas et est done strictement positive.
On pose alors pour tout réel t, f(t} = —in(5(t)). La relation (2) donne pour tous réels u et v

fQut o)+ f(u—v) = 2(f(u) + f(v))-

Comme f est continue, positive et que f(0) = 0, il existe @ > 0 tel que pour tout réel v, f(u) = au
(arguiment, classique : sur les entiers, les rationnels puis par continuité sur les réels). Donc 8(u) = exp{—au?)
etVie R

2

2

32} = exp(— )



— On pose pour t réel, ¢(t) = ]% Montrons que g vérifie la relation V(u,v) € R?, g%(u +v) =

9*(u)g*(v)
On prend les modules dans la relation (1), on a donc pour tous réels u et v,

[+ )lF(e = )| = (R (FE))
On quotiente cette relation par la relation (1} pour obtenir

Y(u,v) € R?g(u+ v)g(u —v) = ¢*(u);
en échangeant u en v, on a aussi

Y(u,v) € R%g(u+ v)g(v — u) = ¢*(v).

On multiplie membre & membre ces égalités en tenant compte du fait que pour tout t, on a g(—t) = g_(fj
et [g{t)] = 1, d'on
¥(u,v) € R?, g*(u+v) = g*(u)g*(v).

Lemme. Soit © une application borélienne. de R dans C telle que pour tout réel t, }®(t)| = 1 el pour tous
réels s et t, P(s+t) = (s)@(t) alors e € R tel que V¢ € R, B(t) = explict)

Démonsiration. On pose M(x) = [ ®(t)dt si on avait h=0 alors on aurait Re(®) et Im{®) qui seraient
nulles presque partout ce qui n’est pas le cas car {®(t}] = 1 donc Ja € R tel que h{a) #0. On a

h{z +a) — h(z) = fz+a P(t)dt = /Oa@(:c + s)ds = ®(z) b/: O(s)ds = D(z)h(a)

ce qui donne
hz +a) — hz)

h{a) '
La continuité de h entraine la continuité de ®; h est. done dérivable et donc @ est dérivable. En dérivant
par rapport & s 'égalité $(s+1) = 9(s)P(t}, on a donc pour tout s et t, ¢'(s+1) = $(5)®(t) et donc pour
tout t ®'(¢) = &'(0)P(¢). Si @'(0) = 0, alors pour tout t $'(¢) = 0 et donc ®{t) = 1 par les hypothdses sur
®. 51 9(0) # 0, on a en évaluant la relation précédente en 0 que ®(0) = 1 d’oit en posant ¢ = —i®'(0), on
a O(t) = explict). Puis comme |[®(1}] = |explic)| = 1, ¢ est réel. O

D(z) =

— On applique ce lemme & g2, il existe donc un réel m tel que pour tout t g2(t) = exp(i2mt). Comme g(0)=1
et g est continue, on obtient g(t) = exp(imt). D'oli, ¥(t) = g(t)[7(t)] = exp(imt —at?/2) avec a > 0. Donc,
par injectivité de la transformée de Fourier, v est la probabilité gaussienne A(m,a). Donc fa variable
aléatoire X4-Y est gaussienne. De méme, on montre que X-Y est gaussienne. Ces variables aléatoires étant
indépendantes la variable aléatoire (X+Y,X-Y) est aussi gaussienne ainsi les variables aléatoires X et Y

sont gaussiennes, comme transformations linéaires de la variable aléatoire gaussienne (X+Y,X-Y)
°

Référence : Ouvrard, Probabilité 2, ex 13.4 p280.




