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48 Ftudedelaloi I

Références Cottrell-Duhamel, Chanabol-Ruchs

Soit A >0 et a > 0. La loi I'(a, A) est une loi dont la densité est
2@

T@)"

Soit X une variable aléatoire dont f est Ia densité.

fizw— —Aa:$a.—1]]_$20($)

* Bspérance : Par un changement de variables z = Ay, on a

a pree o - . . TarD

* Variance : Par le méme changement de variables, on a

AP i 'a+2) afa+1)
2 —~g a1 — —
E(}‘ } = WL e y dy = AE (a) = )\2

~ Ainsi, Var(X) = E(X?) ~E(X) = &.

* Transformée de Laplace : L’intégrale _];)+°° e~ A—UBg3 14z est convergente si ot seulement si A > £. Dans
ce cas, par le changement de variable y = (A — &)z, on a

oy _ X [ ageaa, X [Tyl % D@ [ A\
E(e’f)—mf; e e =1 ), ﬂm—t)ady‘(/\—t)ria)_(A-t)

* Fonction caractéristique : On pose ¢(f) = E{e?*X) = f,% Il e Ritzga—igy
Soit [} = {z € C | Re(z) < A}. Pour tout z € IJ, on pose:

AT oo
¢(Z) — I‘(a) /0 e—(A—z)mma—IdE

La fonction 4 est bien définie sur D car pour tout z € I, on a:

ie_()‘*z)wﬂz‘a’—li < Im—lef(A—RB(Z))fl}'

ol la fonction majorante est intégrable sur R+.
Soit z€ DNR. On &

P +oo Al oo} a—1 A% L r(a) A a
T —y Y _ — —
Mol ¢ & % r(a)fo TN s e Al s S (A—z)

Soit z e ). Onpose h: 2z — QA_‘;); Si log désigne la détermination principale du logarithime, on a

h{z) = A" exp(alog(\ — z)). Il vient que A est holomorphe sur D.

Assertion La fonction 1 est holomorphe sur 7. Soit K CC I un compact. Il exdste € > 0 tel que
K CD.={zecC|Re(z) < A —¢}. Posons

g(z, z} — e—()\—z}asma-l

C’est; une fonction C! et
dg

6_(3: z)

— ,ma—lef()w-z)mi < e
=

qui est intégrable sur R™ et indépendante de z. Par le théordme d’holomorphie des intégrales & paramatres,
il vient que ¢ est holomorphe sur tout compact de 1) done sur D. Par le théoréme des zéros isolés, on a

h =1 sur D. Donc finalement,
AG}

¢t} = P(it) = h(it) = Do
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* Somme de v.a. exponentielie indépendantes Soit X4,...,X,, des variables indépendantes exponentielle
de méme loi £(A). Alors §,, = X; + --- 4+ X, suit une loi T'(n, A) (dite loi ’Erlang). En effet, on calcule

la transformée de Laplace de S,. On a par indépendance

Lg (1) =E(et’g“) = H]E(etxz') =]E{etX1)" — (%)

=1

pour A > t.

Utilité: définir des processus de Poisson. On pose {7k} une suite de variables al"attires indépendantes

identiquement distribuées selon £(A). Alors ¥V > 0, N(£) = 375 1 g, <, définit un processus de Poisson.

* Loi du x? Soit ¥ ~ N{0,1). Alors ¥2 suit la loi I'(1/2,1/2) dite x3(1).
Eneffet, siz<0,ona (Y2 <z} ==0.82>0,0ona

VE vz
PY?2<2)=P(—/z <Y <fz)= “/;\/_ %e}cp(—luz) = /f; iﬂ_ exp(viug)du

On dérive ensuite cette application continue et de clagse C' par morceaux pour voir que ¥2 admet la
densité

% W2 My ()
On reconnaif la loi I'(1/2,1/2). En utilisant le fait que la T'(a + &, X} = I'(a, A) + I'(5, A), on prouve de
méme que si Y1,...,Y,, sont indépendantes de méme lois normales A(0,1), alors Z == 31, ¥ a la loi
T(n/2,1/2).
Utilité: tests statistiques du % .

Application: Détermination d’un intervalle de confiance exact On a besoin tout d’abord du lemme
suivant:

Lemme 48.1

] Soit Y ~ T(n,v). Alors Y ~T(n,1).

Démonstration Soit b € CJ(R). On calede E(R(yY)) = fi, h(vy)glayy™ ‘e "dy = [ h(z) %e—mdm en

effectuant le changement de variables vy = x. =

Soit (X1,...,X,) un n échantilion de Ioi £()) avec A > 0 inconnu. On souhaite avoir un intervalle de confiance

=4
Ko,

de A. Par ailleurs, nX = 3%, X; est la somme de n variables exponentielles de méme pa,rainétres donc une
variable de loi I'(n, A). Par le lemme, AnX ~ I'(n,1). A nouveau, 2nAX ~ I'(n,1/2) = x2(2n). Par conséquent

pour A. Une étude du maximum de vraisemblance fournit que xi= est un estimateur fortement consistant

PAX € [Xas2(20), X1—a/2(2n)]) =1 -«

donc on obiient bien un intervalle de confiance exact pour A de nivesu 1 — «v.
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26 Théoréme limite central

Références Zuily-Quetfelec, Fléments d’analyse pour Uagrégation et Cadre-Vial, Statistigues.

C’est un théoréme clé en théorie des probabilités. I souligne le réle central des variables gaussiennes, qui
peuvent &tre vues comme le comportement global d’une multitude de petits phénoménes. En pratique, quand
7 2 30, lIe TLC fournit une bonne approximation de la situation. Notons qu’on peut estimer son erreur grice &
Pinégalité de Berry-Esseen.

Théoréme 26.1 (Théoréme limite central)

Soit (Xy.)n une suite de variables aléatoires iid.. Notons X, sa moyenne empirique (ie. moyenne de

Cesaro). 5i X, € L2, en notant o2 Ia variance de Xy, on a:

V(X —E(X1)) = N(0,07)

Démonstration On note m = E{X;). Quitte & considérer les variables V,, ==

o = 1. On cherche donc 3 monirer que /nX, = —"j—,;lz—xi converge en loi vers A(0,1). Onnote S, =3 7_; Xz.
On rappelle que si Z ~ N(0,1), on a @z(f) = e~*/2. Qe résultat découle de la résolution d'une équation

X”'G_m , on peut supposer m = 0 et
différentielle sur Pintégrale & parametre pz(2). On va pour cela utiliser le théorsme de Lévy, i.e. prouver que
. "
VieR, Im og /m(t)=e
D’une part, par indépendance et identique distribution des X, on a:

Vi e R, 05 s mt) = s, (%) = (SOXI (7%))“

D’autre part, on effectue un développement limité 2 Vordre deux en Torigine:

Px; (7%) vx,{0) + \/—‘Pxi (0)+ 22 ©x, (0) +o (}T;)

Ce développement, limité est licite car X; € L2 et donc ¢ € €% et on connait ses dérivées en fonctions des

moments de Xy, A savoir:

P, (0} =im =0, % (0) = —o* = -1
_t_ =1 tz + 1
X N on * ° 1)
t2 IR
racir=(o- £ (3)

Pour conclure, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 26.1

Pour toute suite de complexes (zn,)r, convergeant vers z € C,ona

On en déduit que:

On en déduit que:

A (%) =

Démonstration Par la formule du bindme de Newton, on a

T SE S S (4

k=0
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De plus, ont Pégalité:

L)~k (20) 2 ()

=0
Ainsi, on a
“+oo k n & k1 .
o L Za O\ Zn Zn i
-1+ 2) =Y By a1 (1_;;
k=n+t1 =0 =0
>0
D’ou par passage an module:
+oo k Ee & k-1 .
o Zn\™ + Jzg) fzn® 1 J
- 3)] s X S -T2
E=nt1 P =0

ol _ (1+ E)n
Kz

< gl _ nin(l+za]/n)
< gl _ gnllzal/n—|z.i?/2m%)
< gl (l_e—lznlzlzn)

[

2n €

Les inégalités annoncées découlent d’études de fonctions.

Cela permet de conclure car:

ez—(1+z—n)|§[ez—ez"|+
7

L 13
e — (1+2) | <l — o] 4 1 et
n 2n
Le terme de droite tend vers 0 par hypothése z, — 7, ¢t donc la suite {z,| est bornée. |

On appligue le lemme. On a done

2 1 * 2
i 5 = —_—— —_ =g /2
A s = (15,40 (7)) =

On reconnait la la fonction caractéristique d’une loi normale centrée-réduite. n

Application: calcul d’un intervalle de confiance asymptotique Soit {X3,...,X,) un n-échantillon de

méme loi dont la densité est donnée par
Fize In0z~= 2 1g. {z)
On cherche & donner un intervalle de confiance au niveau 1 — pour 4.
# On calcule lestimateur du maximum de vraisemblance:
-~ 2
7= (s )
Zi:l A5
# On calcule les moments d’ordre 2 et d’ordre 4 de Xi: on trouve, par intégration par parties:

8
28

2
E(X) = g ot B(X{) =

Et donc Var(X?%) = ﬁf.
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e Par la loi des grands nombres, on a § = g (1 377 X2) —p0 g(2/I08) =6 ot g : 1+ €2/,

=1,

# On applique Ie théoréme central limite pour (X2); iid.

T Xe 2 4
x/ﬁ( Y T mg) =N 0’]1126

» Comme g € C*{R*") on en déduit par la méthode § que

Vil — ON(0, (6 1n6)?)

& Par le lemme de Slutsky, on a

-0
Vit = N0, 1)

Par suite,

g+
N
est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a pour # (0l g1_n/2 désigne le quantile d’ordre

1 — /2 de la loi normale centrée réduite)

[A 4’1—a/2§ In é}







