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Développements de la lecon 264

Théoréme de Bernstein

[Référence : Zuily-Queffélec, Analyse pour 'agrégation, 4éme édition, ph18
Théoréme. Soit f:[0,1] — C une fonction continue, w son module de conti-
nuité (wlh) = sup{|f(u) — fF@)|;]e — v} £ h}). Pour n 2 1, on considére le
polynéme By (f,2) = Bp(z) = Yo (DaF (1 —z)"*f (£), le n-idme polynéme
de Bernsiein de f. Alors :

1. By converge vers f uniformément sur [0, 1]

2. Plus précisément on a ||/ — Bylleo < Cw (%), ot C est une constante
numérique.

3. L’estimation de (2) est optimele : il existe une fonction lipschitzienne f
pour laquelle § f — Bplloo = 0w (%), ot § est une constante numérique.

Démonstration. (1) Soit z € [0,1], X1,...,X, n variables aléatoires i.i.d de
Bernoulli de paramétre z et S, = » 1 | Xi.

S, suit une loi binomiale de paramétres n et z done :

E[f(30)] = Timo (1)2* (1 =) 7*f (§) = Ba(=).

Soit d €]0,1[,on a:

S(@) = Ba{z) = E[f (2} — f(Z)]
d’ott
{f (@) — Ba()] < E(|f () — £(52)|]

Si |z — §n&| < 8, alors |f(z) — f(%l)| < w(8) car d’aprés le théoréme de Heine f
est uniformément continue sur {0, 1].
Si|e — 52| > 6, alors |f (2} - £(3)] < 2|/ llco-

Dot :

Elf(z) = f(E)} < BlIf (@) ~ F(5 ), g0 06 + BUF@) ~ 2,504
< w(8) + 2 flleo P(| 52 — 2| > 8)

<w(®)+ Yz
d’aprés inégalité de Tchebychev appliquée a —S;lﬂ
Donc :
/(@) = Ba(2)] < w(0) + Yz
puis
If = Brlloo < w(8) + “2%!5’32
Dlou

lilnsupﬂ-)oo ”f - Bn”m S w(é)




Or w(8) — 0 quand § ~» 0% donc la convergence uniforme sur [0,1] est
établie.
{2) Montrons qu'il existe C' une constante telle que :

I = Balloo < G (J5)

Montrons d’abord que pour tout &, A tels que b, Ak € [0, 1], w(Ah} < (A + Dw(h).
w est croissante et w(h + &k} < w(h) + w(k) donc par récurrence sur n € N,
w(nh) < nwlh).
On a alors, pour A € R,w(Ak) < w([Alk) < [Aw(h) < (A + Lw(h).

De pluson a:

£ () — Bu(2)] < E[|f(z) — f(£2)]) < Bluw(z - 22))
On en déduit

1f(z) - Bu(@)] € w (Jﬁ) (\/,—QH ‘°_ _ 1)

o) e %)
() (a1

2 S,
9 n

_ a:(l — )

D’on

1) - @l <o () (1 sy 8 )
< g—w (

D'od I — Bulleo < 30 (35 )-



(3) On pose f : &+ |z — 1}, on a alors w(h) < k. Par ailleurs,

1= ake 2 |1 (3) =5 (3|
- (:)

A
N n B 5‘
1

Dol [if — Brlleo = 3=Eley + -+« + €n} avec g5 := 2X; — 1 n variables de Rade-
macher i.i.d.

On va maintenant utiliser inégalité de Khintchine que ’on admettra,

Inégalité de Khintchine. Soit n € N, €;,...,€, des variables aléatoires de
- - Rademacher indépendantes, a1,...,a, € R et X = Z?:l ai¢;. Alorson a !
11l = =X M
12 7% 2
Dol

H
I/ — Bl = ‘“ﬁ”gl + -+ enlly
1
2n/e

z

ller + -+ + €all2

d’aprés 'inégalité de Khintchine.

Or |leg + -+ + enl3 = Var(er + - - +en) + (E(er + -+ + €))% =n. D'od

1 1 1
I = Bl 2 7= 2 5w (%) .

L’estimation obtenue en (2} est donc bien optimale.



Théoréme des événements rares de Poisson

|Référence : Guvrard, Probabilités 2, Théoréme 14.20]

Théoréme. Soif, pour tout n € N*, une famille finie {An; | 1 < § < M,
d’événements indépendants définis sur un espace de probabilité (2}, A, P). O
pose P(Ay ;) = pn; el on note :

My
Sy = Z LY
j=1

On suppose gque lo suite de terme général M, tend en croissant vers +co,
que

M,
maxpns — 0elqued ;- P A
15;!'51;3:? n—+0o v 23_1 Prog n—+co

o A > 0. Alors la suite (8, )nen+ converge en loi =3 2 'n. dz Poisson P())

N

Démonstration. Afin de démontrer la convergence =z i3 =n vz atiliser le théo-
réme de Lévy. Par indépendance des A, ;,1 < j < M. onapour tout t € R ¢

M,
¢5.() = [ ¢x..,(®)
i=1

M,
= [Ilpnjexplit) + (1= =

=1

AI‘H
= [ |1+ pn (explit) — i

=1

Si log est la détermination principale du logarithme complexe, il résulte de

la formule de Taylor avec reste intégral que, pour tout z tel que |2| < 1, on a :

1
1
— —_— 2 —_— e
log(1+ 2) == zfﬂ(l u)(l uz)2du

Notons z = exp(it) — 1. Puisque maxp,; — 0, il existe N tel que, pour
1G5 M, TFe
tout n > N, on ait maxp, ; < 1/2. Pour tout n > N, on a alors :
1<5 <M,

My, My,

1
l—u
log ¢, (t) :z§ Pnj— %° E P / )
LI TE L Jy (T upa )

D'aprés P'inégalité triangulaire, on a, pour tout n > N, et pour tout v € [0, 1],

B2}

|1+ upn jz| 2 1 —pnjlz| =

On a donc pour tout n > N :




My, My

2

P f mdu|<2 max pp, P
l; ™7 fo (1+ upn,;z)? 1<3<1\?J _,; "

D’aprés Jes hypothéses max py, ; 5 0et Z —1Pn,3 e A done ;
1<i<M, nrte

Ay, 1—u
——du —>
zpn’:" fO 14 upn j2)? du n—+oo 0
Dot :

log g, (t) ot Az

est-3-dire :

VteR, nl_i_l)l(;lo bs, (t) = exp[AMexp(it) — 1)]

(On achéve la démonstration en appliquant le théoréme de Lévy.
]

Théoréme de Lévy. Soit pour toui n € N, une veriable aléatoire X,, définie
«v o <space probabitisé (n, An, Pr), d valeurs dans 4, de fonction coracté-

S: la suite de variables aléatoires (X,,) converge en loi vers X, ol X est
wne variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, A, P}, & ve-
tzurs dans RY, alors la suite (¢x,) des fonctions caractéristiques converge
simplement vers la fonction coractéristique dx de X.

2. Inversement, si la suite ¢x,, des fonetions caractéristiques converge sim-
plement vers une fonelion ¢ continue en 0, alors ¢ est la transformée
de Fourier d’une probabilité p sur R?, et la suite des variables aléatoires
(Xn) converge en loi vers . De plus, il existe une variable aléatoire (non
unique) X définie sur un espace probabilisé (0, A, P), & valeurs dans RY,
telle que la suite de variables aléatoires (X,) converge en loi vers X.






