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Développement n® 19/74 Benjamin Groux

Inégalité de Le Cam

Mon développement

Soient A > 0 et un entier » > A. On note By, x la loi binomiale de paramétres n et % et
P, la loi de Poisson de paramétre .

Commencons par quelques rappels. Les fonctions caractéristiques des lois By a et Py sont
données respectivement par : Vi € R, B, () = (1 + Aeft — 1)) et f”:(t) = exp(A(e' — 1)).
On en déduit que (g,;:\)nem converge simplement sur R vers fs,{, donc que By, ))nen converge
étroitement vers Py d'aprés le théoréme de Lévy. En un certain sens, on va chercher & préciser

la vitesse de convergence.
Remarquons qu’a l'aide des fonctions caractéristiques, on retrouve facilement la propriété

Py * By = Py, qui nous sera utile plus tard.

Proposition. Soient A > 0 et un entier n > X\. On a :

+oo

452
D |Baalk) = PA(K)| < -
k=0 n

Pour tout p € [0, 1], on note 1, le couplage défini par le tableau suivant :

(0,0) | e P —p(1—e7P)
0,1)] pll-e?)
(1,0) 0

(1,1) pe”?

(k,0) e Pp* [k
(k1) 0

pour tout & > 2. On vérifie facilement qu’on définit ainsi une loi de probabilité sur N x {0,1}.
De plus, si (X,Y) est un couple de variables aléatoires de loi j,, on vérifie facilement que
X et ¥ suivent respectivement une loi de Poisson de paramétre p et une loi de Bernoulli de
parametre p.
On a de plus

PX=Y)=eP—p+2pe?=—p+(1+2p){1—p)=1-—2p?
en utilisant Pinégalité de convexité de 'exponentielle, donc
P(X £Y) <2 (1)

Soient (X,Y) un couple de variables aléatoires dans N? et A C N.
On a

P(X€A)=P(X €A, X =Y)+P(X €A, X£AY) <PY € A) +P(X £ Y)
et de méme, P(Y € A) <P(X € A) +P(X # Y). Donc :
|P(X € A) —P(Y e A)] <P(X #£Y) . (2)
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Soient A > 0 et un entier n > A. Soient {(X1,Y1),...,(X,,Y,) des variables aléatoires
iid. delol pysm et A CN. Puisque X, + ... + X, suit la loi B, 5 et Y; 4 ... + Y}, suit la loi
Py, ona:

Il

[PV + ... + Y, € A)—P(X, +... + X, € A)
PX,+...+ X, #Y1+...+Y,) (dapres (2))
P(di € [1,n], X; £Y))

DR A YY)
i=1

22 (2) o )

2X%
—

|Bra(A) — PA(A)]

IAIA

IA

IA

Pour conclure, il suffit d’appliquer cette inégalité aux ensembles A; = {k € N| B, 5(k) >
Py(k)} et Ay = N\ A;. On obtient alors :

f 1Baa(k) = AR = > (Baalk) = PA(R)) + D (P(k) — Bya(k))
k=0

kA k¢ Ag
= D Baalk)= D" P+ D> Pk — D Baa(k)
keA, keA; kEAn kEAs

By a(Ag) — PA(Ar) + Pa(Ag) ~ Bpa(Ag)
2X2  2A7  4)?
N + —— s e

n n n

I

IA

Références

J'ai utilisé [Let82, p. 95]. On peut aussi consulter [Ouv07, p. 220}, [Durl0, p. 137], [Car07,
p. 78], {Shi84, p. 345].

Lecons correspondantes

Jutilise ce développement pour la legon 252. On peut également 1'utiliser pour la lecon
249,

Remargues

~ On peut détailler plus les calculs de fonctions caractéristiques et leurs conséquences
dans 'introduction du développement.

- Pour un énoncé du théoréme des événements rares, voir [Ouv09, p. 310). Plus généralement,
la loi binomiale de paramétres (n, p,) converge en loi vers la loi de Poisson de paramétre
A lorsque limy, 400 np, = A > 0.

— Au lieu de dire « couplage », on peut simplement parler de loi d'in couple. On peut
également construire le couplage « A la main » en revenant aux w.
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— 11 est également possible d’utiliser le couplage 1, défini par

(0! O) 1-—- P

(07 1) er— (1 - p)
(%,0) 0

k1) e PpF/Hl

pour tout £ > 1. Dans ce cas, on obtient (X # Y) < p? et donc

+oo

2)2
D 1Bualk) = Pa(k)| < =~
k=0

— La majoration optimale est en fait —2;% min(2, A).
~ Il existe un résultat plus fort (mais difficile & trouver dans la littérature) : le théoréme
de Prohorov. Soit A > 0, on a:

+o0
lim ng [Baa(k) — PA(K)] = %E(IX — (X=X

n—r+00

ol X est une variable aléatoire de loi Fy. Ce résultat se démontre & Paide du théoréme
de convergence dominée pour les séries numériques.

Questions possibles

1. Montrer que Py * F, = Py,

2. Donner la définition de la fonction caractéristique d’une variabie aléatoire et donner
SEs propriétés.

3. Donner la définition d'un couplage.

4. Citer une autre approximation classique de loi.

5. En pratique, pour quelles valeurs des parameétres approche-t-on la loi binomiale par la
Ioi de Poisson 7
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Théoreme de Bernstein.

2013 - 2014

Référence : Claude Zuily, Hervé Queffélec, Analyse pour lagrégation,
Dunod, 2006, p.518.

Théoréme.
Soit f : [0,1} — C une fonction continue. On pose

= sup{|f(x) - f{)l,lu — 9| < h}

son module de continuité.

On considére
Bah0) = Bu(@) = 3 ()t -4 ()
k=0

le n*®™e polynéme de Bernstein de f.
Alors

() {Bn) converge uniformément vers f sur [0,1].

(i) |f — Bulleo < Cw (ﬁ) ot U est une constante.

i) L'estimation (if) est optimale : il existe f lipschitzienne telle que || f — Bylloo > &
vn

pour une constante § > 0.

Démonsiration. (i} Soit & € [0,1] et (X;);>1 une suite de variables de Ber-
noulli i.i.d de paramétre x. On note S, = X; +--- + X,,.

On a alors
E ( f (%)) ~ Bu(a) et B(f(2)) = f(x)

par théoréme de transfert, d'oa

1)~ Ba(oli = [E s02) -1(3))
< (|rw-r(%))).




S est continue sur [0, 1] compact donc uniformément continue par le théo-
réme de Heine, donc w(d) est défini pour tout § > 0 et limg_ow(é) = 0.
Par ailleurs, |f(z) — f (S—n") P < 2lf|loo donc, pour & > 0,

> 6) .

el - 1 (%) swioe

Par Pinégalité de Tchebychev, on a alors

Sn
JP’( >6)svir5(5—"~)—

Var(S,)
T TR
ozl — =)

né?
1

< .
= 4nd?

< 5) T 20 flloo (]m _ 5n

n

won
n

8,

n
- =
n

On en déduit que, pour tout = € [0, 1},

/Moo

(@) - Bale)] < (o) + 402,

dolt
limsup (| f — Bailoo < w(d).
n—r+oo

Le résultat vient de lims_ypw(d) = 0.

Affinons le résultat de convergence uniforme prouvé ci-dessus. On a d’abord

Sﬂ S]’l
g1 ()] < (- 2])-
Montrons que w(Ah) < (A+ Lw(h) :

n
w est croissante et w{h+k) < w{h}+w(k} donc, par récurrence, w(nh) < nw(h)
pourn € N, On a alors, pour A € R,w(M) < w{[A]R) < [A]w(h) < (A + Dw(h).
On en déduit
+ l)
Sn

1£(2) — Ba(a)] < w (%) E (\/ﬁ
o( ) (4 i)
o) ook 3]

E

g 2n
n

It

Sn
-




par l'inégalité de Halder, Or

e S :EO__S_)
2 7
:Var(m—é)+(ﬁ(m_ﬁ))2
:—znm(lm)+(w_lm)2
2:1‘:(1~'z;)

n
Doty
(=) - B(m)liw(—%)(u\/“ - ))

Dot 1 ~ Bulkoo < 30 ().

(iii) On pose f: @ |z — 1], on a w(h) < h. Par ailleurs,

o )-o ()
)

_gltn l‘
n 2
1
= —Q—EEBSN —n|.

Dot |f — Bulleo = znlE|€1 + .-+ gp] avec g5 1= 2X; — 1 variables de
Rademacher i.i.d, Dol

1
I/~ Bulloo 2 o -llex + -+ + enlls

ller -+ - +enlla

1
>
= 2ne
par inégalité de Khintchine.
Or fler + -+ +eg]l2 = Var(ey + -+ 4 6,) +

21 L\f(_f)

E
Ry
+
+
]
Z
e
{

=
<
=}
=

I/ = Brlico >




Détails supplémentaires

Proposition (Inégalité de Khintchine},
Soit €y, ...,€, des variables de Rademacher (i.e. valant &1 avec probabilité 1)
id.d. Seit f € veetp(er,...,&n).

Alors || fll2 < VeE(|f]).
4

Démonstration. On a f = 3. aje; et on peut supposer [fl|l2 =1 = ;0%
Posons g := [Ti_, (1 +ia;e;). Alors pour presque tout z, '

lg(@)t = [] /1+ a2e2(z)
F=1
=[]/t +a?
g=1
< I vexp(e?)
4=1
= (fexp (Za?)
== \/’E.
Dot lglleo < vV
De plus, si j € {1,...,n},
E(Ejg) =R (Ej(l + iajsj) H(l -+ i(ék&‘k))
-y

= E{g;{1 +ia;e;))E (H(l + iaksk)) par indépendance des &
ki

E{ejg) = Ble;(1 +daje;)) [ [ B(L + dares)
ks#j
=ig; car E(g;) = 0.

Or E(fg) = 3.7.., a;E(e;g), d'ott [E(fg)] = ’iZ?zl al } =1

Or
B | 1
lglle — e

Wil =




