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THEOREME D’APPROXIMATION DE
WEIERSTRASS PAR LES POLYNOMES DE
BERNSTEIN

Reférence : ZulLy-Querrirac - Analyse pour I'agrégation p. 518

THEOREME (THEOREME DE BERNSTEMN - 1912)

wlh) = sup{lf(u) — Fw)], bu - o < K}

son module de continuité L uniforme.

On considare N _ A
n n
Bolfiz) = Ba(z) = ?;0 (k)x’“(l — )V (;)

le nitme polyndme de Bernstein de f. Alors

{1) (Bn) converge uniformément vers fsur {0, 1].

(2) 1S — Bulioo < Cw (%) out ' est une constante.

)
(3) L'estimation (2) est optimale : il existe f lipschitzienne telle que {|f — Bl = —\/: pour une constante
n
d>0.
Preuve :

(1} Seitz € [0, 1 et (X;)i1 une suite de variables de Bernoulli i.i.d de paramétre z. On note S, := X 1-- X,
Ajnsi, 5, suit une loi binomiale? et on a alors :

E { ¥ (%H =3 i (Z) 2F(1 — )k f (g) = Bnla) et B[f(z)] = f(z) (constante, pas d’aléatoire)
pues

Sn . . . , \
Heuristiquement, comme 27 %, %%, on aimerait que By(x) soit “proche” de flz).
7
Mais on a, d'aprés précédemment -
S,
fa =1 (2], o)

[ est continue sur [0, 1] compact done uniformément continye par le théordémes de Heine, donc w(d) est défini

<5, ff(sc) ~ (—i—)[ < w(s).

@) - Buto)] =g [f(:c) -5 (‘1)” <x|

T

pour tout 4 > G et lim w(d) = 0. On a done que si ln: _ 5
§—0 f n

1. Un module de continuisé est une application croissante non nuile gde BT dans Rt tg 9(0) =0 =t pour tout ¢, ¢ gt + ) g
gt} +g(#').
2. Note pour Ia suite : comme elle est 4 support find, elle admet des moments de tout ordre.

3. 51 X est une variable aléatoire discrdte & valeurs dans un ensemble dénombrable 5 C F. alors 1 B [@{X}j = Z (TP x ({z}).

TES
nckion soft & valeurs réelles.
e d'intégrabilité car on 2 um

C’est: le théoréme de transfert. Logiquement les hypothéses du théordme de transfert imposent que la fo
Mais ¢a ne géne pas qu’elie soit complexe, au pire on fait Retilm. On n’a Pas non plus de problem.
variable aléatsire discrate sur un espace fini.

4. C’est la LGN faible. Une Bernoulli a un moment d'ordre 2.

Laura Gay d’aprés Maxime Pouvrrayu p-1 6 juin 2015

Soit £:[0,1] - € une fonction continue. On pose




Par ailleurs, < 2 flico done, pour 6§ > 0,

) -7 (32)

E[f(x}—f(ii)

Sn
r — —
i

n
Tr— —
n

]@(5)@(

<)+l

>5).

<t

Mais, par P'inégalité de Tchebychev®, on a

S, Var (£2)  Var(S,) nz(l-z)
pi{ide nt nl
( r 7 5) < &2 n2§2 1d2
o1
T dng?’
On en déduit que, pour tout © € [0, 1],
1 Moo

d’ot
Hmsup |f — Brlleo € wi{d).
=400
Comme }im@w(c?} =G, E{:B f = Brllea = 0.
(2) Montrons déja que w(Ah) < (A + Lw(h) :

D’aprés le Lemme et par récurrence, on a w(nh) < nw(h) pour n € N. De plus, w est croissante donc, pour

A€ R wiAh} € w([Ah) < [Mwih) € (A + Dwih).
1

e (e L < (s
J<aee-50)

NZD
Déja. par définition de w,
e ||~ 7 (32) -
70 = el <o (2 ) B vale - 2[4 o) (1+vm
)

T

%
T—— z——
n

Or en déduit, avee (0.1) et®

Tt
T — —

J

Vn
w(E) (o

par décroissance des I7(P) (ou inégalité de Hélder). Or

n
m— —
i1

Se———
Vaz(£2)
= gnz(l-z) + (:c - Enx) L Gt/
it i
Serr— ittt

Dlan

‘ 3 /13
Dot 1 - Bulle < S0 ( 52 ).

. " o
5. Soit X urne v.a. despérance u et de variance finie ¢*. On a, pour tout réel strictement positif £, P (X —pl>t< vl

6. Si on se met dans LY (P) alors Uespérance cest I} ete. On peut appliquer ce qu'on connalt sur les P classiques, d'autant
que ici la “mesure” est finie (= 1}.

Laura Gay d’aprés Maxime POUVREAU p.2 6 juin 2015




