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Tri polyphasé

Mathias Millet \ﬂ\
\)ﬁﬁ.\% gﬂn\.

' 9 janvier 2015 - :

Modéle de calcul

On se place dans le modéle suivant : 7

— Un processeur avec un une mémoire centrale de taille M

— Des bandes magnétiques pour stoquer les données, chacune équipée d'une téte de lecture
qui peut lire ou écrire une case mémoire & la fois. On supposera les bandes de longueur
non bornée.

On dispose donc des opérations supplémentaires suivantes :

— var + lis; : donne & la variable var la valeur lue sur la bande ¢

— &crisi{var) : écris la valeur de var sur la bande ¢

—— avance; : avance d’'une case mémoire sur la bande i

— recule; : recule d’une case mémoire sur la bande ¢

7

Compléxité Entrées/Sorties Dans ce modéle de calcul, on peut deéfinir la compléxité en-
trées/sorties d'un algorithme comme le nombre d’opération avance et ,_,.mn,&m mmamngmmm pendant
une exécution.

Tri polyphasé

Définition : Monotonie TUne monotonie est tableau trié par ordre croissant, placé sur une
bande magnétique

Définition : Fusion On définit une fusion de deux monotonies de taille m et n placées chacune

sur une bande différente comme la créaiion d’une nouvelle monotonie, sur une autre bande,

obtenue en interclassant les éléments de chacune des monotonies de départ. La compléxité est

en O(m+7n) {en supposant que les tetes de lecture sont initialement placées aux bons endroits).
On suppose en général que les données lues sont effacées au fur et & mesure.

Algorithme du tri polyphasé On suppose que les données & trier se trouvens sur une seule

bande. La taille de ces aoms@mm est N. On effectue les étapes suivantes :

N1
— On trouve n tel que &= > M > y -

A \.Q.. o o {...\t

o
rery &y,

- COn découpe les aoHEmmm en paquets de taille ¢ Em N \ﬁom obtient donc F,.; paquets),& &~ Q\wg 3

.TJJ‘TH

qu’on trie en mémoire, puis qu'on replace sur les autres bandes, obtenant ainsi des mo-~ o, o4, . L,

notonies. On en place Fy, sur une bande, Fy, . sur l'autre.
— On fusionne alors les paguets selon la fagon explicitée ci-dessous.

1. F, représente n®™¢ &lément de la suite de Fibonacci, oi l'on a choisi Fp =0 et =1

\A g &
Frwnr



Fusion des monotonies Au début de la ™ étape de fusion, on a la situation suivant
1. Une bande avec F,,_; monotonies de taille { - I}

2. Une bande avec F,._,.1 monotonies de taille ¢ - 771

3. Une bande vide

On fusionne alors 2 & 2 les monotonies des deux premiéres bandes, en plagant les nouve:
monotonies obtenues sur la troisidme bande. On effectue ainsi Fi,—; fusions, de complexité

Fy+t-F. .
On obsient 4 la fin de la fusion :

1. Une bande vide

2. Une bande avec F,,—;—1 monotonies de taille ¢ - i1

3. Une bande avec F,_; monotonies de taille £ - Fi4o

On obtient une unique monotonie & la fin de la (r - 1)*™® fusion. Les données sont al
triées!

Calcul de complexité On obtient donc pour la complexité globale de Ialgorithme :

-k
S FuictFus
LS

n
2
On dispose de la formule (magique) : MU F nFy = H |3. el
k=0
On a alors :
=1 -1 n-+1
— ﬂ M»ﬂﬂi s.T».l =1- Mﬁi\ra enTouMNTTO =1- M Mﬂ.ﬁ+a.\.~nﬁ.ﬂ
i=1 i=1 k=3
r—+32
M FrvoiFe = (2 FoFnyo+ FiFup + FoFY)
k=0
2 — 2
B Y Ant2) ﬁﬂsi —Fpn) =t~ dhat AtV
5 5 3 5
! . N (=4 F,.q £:+8v
Or on sait que ¢ = ,onadone C =N — +
- d mua+H A 5 TJ:.TH 5

On utilise maintenant la deuxiéme formule magique : Fp, = wﬁﬁ; + &) avee @] > 1, |@]

de laquelle on tire Fuya _ 0(1), et
Fop
log{Frn) = -3 Hoqﬁmv + nlog(e) + log(l + o(1)) &= n = Olog(Fn))
On obtient done que O = O(N log(Fy))

N . .
Finalement, comme — > M, Fj, = Oﬂﬁvv et la complexité de l'algorithme est

Fr
N
Az HOQAIbMM v




Transformée de Fourier rapide

Référence: Cormen et
11 existe deux méthodes pour représenter les polyndmes de degré inférieur a n:

1. par la liste des coefficients du polynome;
9. par n couples (point,valeur).

Les deux représentations sont équivalentes, le passage de la premiére 4 la deuxieme par évaluation, la
transformation inverse par interpolation e Lagrange . Voici le cout des opérations élémentaires dans
les deux représentations:

représentation addition multiplication
coefficients O(n) O(n?)
couples (point, valeur) | O(n) | O(n) mais necessité de 2n couples

La transformée de Fourier rapide donne une conversion en complexité O(nlogn) et donc une multi-
plication en O(nlogn) pour la représentation classique par coeflicients.

Idée de ’algorithme

Soit P un polyndme de degré inférieur & n donné par ses coefficlents. A priori, I'évaluation de P{x} est
une opération en O(n), donc pour obtenir » couples {point, valeur), une complexité O(n*). Cependant,
on peut mutualiser des opérations pour I’évaluation, lorsqu’on en fait plusieurs en méme temps (on
suppose que 7 est pair):

P(X)=ap+ a1 X + o+ ap X"
Po(X) =ao+ a2 X + ... + g0 X1
P{X)=a1 +asX + ..+ PTHN:\NL
Alors P(z) = Py(z?) + zPy(2?) et P(—z) = Po(z®) — #Pi(2?). On S'est ramené 3 l'évaluation de 2

Y

polyndmes de degrés inférieurs & n/2. S5i on suppose que n est une puissance de 2 et qu'on utilise
les nombres complexes, en particulier les racines de 'unité, on peut itérer le procédé . L’algorithme
suivant fowrni une évaluation d’un polynéme P de degré inférieur ou égal & n = 27 donné par ses
coefficients sur les racines n-1émes de l'unité.

FFT(Plag...0n-1])
Si n=1
Retourner ayg
Sinon
Wy, = mmxﬂ\ﬁ
w=1
Py = [ag; az.--8n—2]
me = ?ﬁ@w:.@aii
v’ = FFT( ;) Complexité 2T (n/2)
y' = FFI(P)
Pour k de 0 & n/2-1 Complexité O(n)
Ve = Ui + Wi *
Yednjz = U8 — WUk
W = Wiy,

Retourner ¥ Complexité finale O(nlogn)



Transformée de Fourier inverse

Le calcul précédent est également la multiplication du vecteur des coefficients par la matrice d
dermonde V7,:

Yo 1 1 cen 1 ao
: 1w, ... wi! :
— 1 CM Emmﬁlb .
- -I “lH 5
Yn—1 1 E_M b F_Mﬁ ) an—1

Pour effectuer la transformée de Fourier inverse, il suffit d’inverser la matrice Vj,. Or Vi im =
, —kj
En effet, st W, = ﬁﬁvsx

i

3IH .Elwﬁ
VaWalig =Y whi=2
k=0

1 n—1
=13 e
n k=0

=5

k4

L’algorithme pour la transformée de Fourier rapide inverse s’en déduit, en modifiant légéremen
pour la transformée de Fourier rapide:

FFTI(Y [y0--yn—1])

Si n=1
Retourner y;

Sinon

wy, = e~ 2/

w=1/n

Yo = [yo; y2--¥n—2]

Y1 = [y15y5. g 1]

PY = FFTI(Y}) Complexité 2T (n/2)
Pl = FFTI(Y})
Pour k de 0 & n/2-1 Complexité O(n)

Py = P +wh}
‘.Uw+3\wﬁmu%|€.mw
W == Wiy,

Retourner P Complexité finale O(n logn)

Conclusion

On dispose d'un algorithme asymptotiquement plus rapide que la multiplication classique pour
tiplier entre eux deux polyndmes donnés par leurs coefficients:



Muitiplication

Coefficients Coefficients

O(n*)

O(nlogn) O(nlogn)

O(nlogn)
O(n)

Point,Valeur

Point, Valeur
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