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Algorithme de Floyd-Warshall

On se donne un graphe fini orienté dont les arétes ont un poids entier. On
suppose qu'il n'y a pas de cycles de poids négatifs dans le graphe et on
cherche 3 déterminer les chemins de poids minimaux reliant chaque couple
de sommets du graphe.

Structure d'un chemin de longueur minimale

Sip = (54, 5,,..,5) estun chemin, on appelle sommet intermédiaire un des
sommets s;, 1 < i < [. On suppose pour simplifier que I'ensemble des
sommets soit {1,..,n}. Supposons que p soit un chemin de poids minimal
reliant { a j dont tous les sommets intermédiaires sont dans {1,.., k}. On
peut tOuj'ou'i‘S' 'su"pposer que p est sans cycle. On a alors deux cas possibles :

o “Sikn est pas un sommet intermédiaire de p. Alors p est aussi un

| '_ “chemin de poids minimal rehant i a j dont tous les sommets

S ‘_'_mtermedlalres sontdans {1,..,k — 1}.

e Si, k est un sommet mtermedlalre de p. Alors on peut décomposer p =
(S Sy enpy = (sy.s = K)etpy = (5, = k.., 5,). Alors p, etp,
i sont des chemlns optimaux reliant respectivement { a ketkajet

i n ayant que des sommets intermédiaires dans {1,.., k — 1}.

Expréssic)h’”de la formule de récurrence

Si on note d )le poids minimal d'un chemin reliant{ a j et n'ayant que des

sommets mtermedlalres dans {1,.., k}, on a alors la formule de calcul
récursive :

(0) _
d',j = Wi,j'

d®) = min (a0, dl + dfV), k> 1.




Ordre de calcul dés'd(@
Pour calculer d( iy ona uniquement besoin des d ™ On peut donc
ordonner (i, f, k) par k croissant.

Algorithme

Algorithme nalf on stocke une matrlce (n + 1) X n X n contenant les d

et on la remplit en 1n1tlallsant d( ) avec les poids du graphe. En fait, on peut
faire mieux, et avou‘ une complex1te 0(n?) en espace :

Entrée : matrice des poids W du graphe.

Retourne : matrice D telle que D[i,j] est le poids minimal
d’un chemin de i 3 j.

FLOYD-WARSHALL (W)

1. D =W ;S

2 Pour k =1 3'n

3 Pour i =1 an

4, Pour j =1an

5 D[i,j] = min(D[i,3], D[i,k]+D[k,]])
6 Retourne D

(%)

On n'a pas besoin de garder tous les d;; e

D[i, jl,

car on a, a chaque assignement de

diY < D[i,j] < d:

en effet, 1a suite di(’ji) est décroissante et la fonction de récurrence laisse di(?})
fixe par inégalité triangulaire.

On a donc une complexité en temps 0(n®) et en espace 0(n?).

Comparaison avec l'algorithme de Dijkstra

Par rapport a effectuer 1'algorithme de Dijkstra sur tous les sommets du
graphe, les différences sont les suivantes :

¢ La complexité ne dépend pas du nombre d’arétes : I'algorithme de
Floyd-Warshall est donc a recommander dans le cas de graphes trés
denses.




L’algorithme de Dijkstra est plus difficile a2 implémenter, et nécessite
dans sa déclinaison la plus efficace un tas de Fibonacci.

La complexité asymptotique avec tas de Fibonacci de Dijsktra est
0(m + nlog(n)) qui est bien meilleure dans le cas de graphes peu
denses.

L'algorithme de Floyd-Warshall autorise des poids négatifs, et interdit
seulement les cycles de poids négatif.




Distance d'edition

On cherche a définir une notion de distance entre mots, par exemple pour
un correcteur orthographique, qui compare un mot et cherche dans son
dictionnaire pour des mots qui lui sont proches.

Une distance naturelle entre deux mots, par exemple POIRE et POMME est
de trouver un alignement des lettres des deux mots, i.e. un moyen d’écrire
les deux mots 1'un au-dessus de I'autre, tel que le nombre de lettres qui
différent entre les deux soit minimal.

_POIRE POIRE
POM_ME POMME

Exemple : le premier alignement comporte 5 différences et le deuxiéme n’en
comporte que 2.

On appelle cette distance distance d’édition, car elle correspond en fait au
nombre minimal d’opérations parmi

e Insérer une lettre
e Supprimer une lettre
e Remplacer une lettre par une autre

a réaliser pour passer du premier mot au deuxiéme.

On a un algorithme de programmation dynamique qui, étant donné deux
mots X = (Xq,..,Xm) €ty = (31,-., Vn), permet de trouver la distance
d’édition entre x et y.

Structure des sous-problemes
Notation : si x est un mot on note x[i, j] = (x;,.., x;) le facteur de x composé
des lettres de la iéme a la jeme.

On se fixe deux mots x = x[1,m] ety = y[1,n]. Si on a un alignement qui
réalise la distance d'édition entre x[1, ] et y[1,f], alors on a plusieurs cas :

* Onaremplacé x; par y; etle mot x[1,{ — 1] est aligné de maniere
optimale a y[1, j — 1]. Deux sous-cas sont a traiter : x; = y; ou x; * Y.

o x; est effacé, i.e. x; estaligné a un blanc. Alors 'alignement restant de
x[1,i — 1] avec y[1, j] est optimal.

* Onainséré une lettre aprés x;, i.e. y; est aligné a un blanc. Alors
I'alignement restant de x[1, i{] avec y[1,j — 1] est optimal.




Exp're's's:i'o"é'aé"léi""formule de récurrence
Notons E(i, j) la dlstance d’édition de x[1,{] a ¥{1,j], on a alors, par ce qui a
été dit avant :

Cas de base:

Formule de récurrence:

E(i,j) =min(1+E( ~ 1])1+-E.(1j 1)dlff(l])+E(L—1j—1))

o wuwrun-(IN

1 sinon

Ordre sur les sous- probfemes o
Pour calculer E(i, j), on a besoin de E(l ] 1) E(l -1,7) et EQ j).

1

On peut donc calculer les E(i,j) eni et croissants.

Algorithme
A partir de 13, I'algorithme est naturel :

Distance_edition(x,y) :

1. m = taille(x)
2. n = taille(y)
3. E = créer_tableau{((m,n))

4, Pour 1 = 0 a n
5. E(i,0) =




%
B

6. Pour j =0 am
7. E(0,]) = ]

8. Pour i =1am
g

Pour 7 =1 3an
10. Si x[1] = y[3j]- o
11. E(i,j) = m1n(E(1 1 3)+1 E(1,J 1)+1,
12. Sinon SER
13. E(1;3) = m1n(E(1 1 3)+1 E(1,3-1)+1,

14 .Retourne E(m n) g

E(i-1,3-1))

E(i-1,j-1)+1)



