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Plus longue sous-séquence commune

Référence : T.H. CorMEN, C.E. LEISERSON, R.L. RIvEsT, C. STEIN
Introduction to algorithms

2011-2012

Ftant donnés deux mots X =71 - Tm et ¥ = Y1+ Yn sur un alphabet I, on cherche & savoir quel est le plus
long sous-mot commun 4 X et Y.

La solution naive est d’énumérer tous les sous-mots de X, et de regarder ensuite s’ils sont aussi sous-mots de
Y, mais cette solution est inefficace : il y a 2™ sous-mots de X.

NoTaTion — 8i I/ est un mot de longueur p, on note Up_; le préfixe de U de longueur p — j.

Un algorithme plus efficace pourra étre déduit du théordme de structure suivant :

Théoréme 1 : de structure des plus longues sous-séquences communes
Supposons que Z = 51 - - - 7 est une plus longue sous-séquence commune 4 X et Y. Alors :

(1) Si Tm = Yn, alors zy = L., (= y,) et Zy_1 est une plus longue sous-séquence commune & X,,..; et ¥,,_4.

(i1} 8i zpm # yn alors
(2r # Tm) = Z est une plus longue sous-séquence commune 3 Xp.1 et Y.
(iii} SI Tm # yYn alors

(zr # yn) = Z est une plus longue sous-séquence commune 4 X et ¥,,_1.

Démonsiration. Cest plutdt facile :
(i) Tm = Yn. Si 2k # Tm, alors Zz,, est un sous-mot commun & X et ¥, ce qui contredit I’hypothése de
maximalité. D'odt z = T, = Y.
De plus, Zj..; est un sous-mot commun & X,,_; et ¥,,,_;. Supposons qu’il existe un sous-mot commun W
de longueur plus grande que k& — 1.

Alors, Wz, est de longueur plus grande que k&, et Wz, est un sous-mot commun & X et ¥, d’oll une
contradiction.

Done Zi—1 est une plus longue sous-séquence commune 4 X,,—1 et Yn_1.

(i) Zm # Yn- Supposons zx # Tm. Alors Z est un sous-mot de X..._1, et donc a fortiori un sous-mot commaun
d Xmey et Y.

Supposons qu’il existe un sous-mot W commun & Xpn-1 ¢t Y, de longueur plus grande. Alors W est a
fortiori un scus-mot commun & X et ¥, ce qui contredit ’hypothése de maximalité de Z.

(i) ef (ii)

Y
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Y e [

A N !
XP vﬂ KY. VN

NSQ 1




M\Sﬁﬂn .MP \&\Nv, o n\& S (i 0.

Connaissant la plus longue sous-séquence commune au mot vide et n’importe quel mot, on peut en déduire
formule de récurrence sur la longueur de la plus longue sous-séquence commune de X et Y. Si on note e[z,
longueur de la plus longue sous-séquence commune 4 X; et ¥;, on a :

6 sit=0ouj=20
cfijl=4 efi~1,j-1+1 sli,j>0et =y
max(cli,j ~ 1, ¢cfi — 1,]) sii,j>0et o F Y;

' Cette formule pourrait nous donner un algorithme récursif pour caleuler ¢[m,n], mais sa complexité ser
nouveal exponentielle. On va plutét utiliser un algerithme de pregrammation dynamigue.

Cet algorithme va calculer les uns aprés les autres les valeurs des cfi, 7], en utilisant la formule de récurr
en remplissant le tableau par lignes.

Algorithm 1 Longueur-PLSC
Préconditions: X,Y motssur ©
m «— Longueur{X)
n 4+ Longueur(Y')
pour ¢ = 1 to m faire
c[t,0] + 0
ruop
pour j =0 to n faire -
cf0,j] -0 Ao t-om \&ﬁ.ﬁ
ruop o
pour i =1 to m faire \NA u\\N\m\R& Etns
pour j =1 to n faire
si z; = y; alors - " \ ,
el e cli~1,j—1]41 MMM\ ke e
B, j] ¢ "7 teonime Lo
sinon si ¢[i ~ 1,7] 2 ¢i,7 — 1] alors freeime N&Rm
cli, §l — eli— 1, 4]

ﬂvm\f ﬁ\gm& m\QY\w,

@T. j ) A’ ” .
sinon g m\h\?‘s\nm.xv\es\ an
clt, g 4 clt, g~ 1] 0oLl i diw
@T?i)..l.u_T: ’ MN\
is 1 ancle ).
ruop
Tuop

retourner cet b

La matrice b sert & noter "d’olt on vient' pour caleuler la valeur [z, §] d’une case. Grace 4 ce tableau, on
donc retrouver la plus longue sous-séquence commune & X et ¥ par I'algorithme :



Algorithm 2 PLSC

Préconditions: X mot sur X, b matrice caleulée par Longueur-PLSC, 4,  indices.

sit=0o0u j=0alors

afficher (}

is

si bz, 7] = 7\ 7 alors
PLBC(, X,i— 1,7 — 1}

afficher z;
sinon si b4, 7] = " 1 * alors
PLSC(, X,i—1,7)
sinon
PLSC(5, X2, — 1)

Théoréme 2

La procédure Longueur-PLSC a une complexité en €{mn), et la procédure PLSC a une complexité en £ (m+n).

Démonstration. Dans Longueur-PLSC, on a deux boucles "pour® imbriquées, et dans ces boucles des opérations

en £(1). Dot la complexité.

Dans PL.SC, on réalise un "chemin direct” dans notre matrice (1 + 1) x (j + 1), et donc ce chemin ne peut avoir

plus de ¢ + j étapes.

ExeMPLE ~ On cherche la plus longue sous-séquence commune aux chaines BDCABA et ABCBDARB. Le tablean

construit par Longueur-PLSC est :

7|0 2
01z | 0] O 0 0 0 0
1[4 0F ] 0% [ 0F |1 |1+ |1~
2 0 T« |11 [2X 2«
3 o1t [ 11 27 1 27
4 o [1=. 17|21 2% 3
ElD[0| 17 [2~ |27 | 27 3
6 017 [ 21|21 |3~ 3%
7IBlO0 |1 [ 2T ] 27T |37 |4~

On suit les fleches (chemin grisé) et on note les lettres correspondant aux fleches obliques : BCBA.

m|v Q\Tr\m ponn P €A

0P SSC dom doy Muing LADN (&Lt entne )



Exemple d’analyse LR(0)

Mathias Millet
2014

Introduction
Analyse syntaxique : & partir d’un mot, on souhaite
e savoir s'il appartienfau language d'une grammaire donnée,

» reconstruire l’arbre syntaxique qui I'a engendré.

Définitions préliminaires et conventions : Soit & = (Vn, Vr, P, 8) une grammaire non-
contextuelle, c'est & dire que P'on a :

¢ Vn est 'ensemble des symboles non-terminaux.

o V7 est I'ensemble des symboles terminaux.

¢ P est ensemble des productions de la grammaire, avec P C Viy x (Viy + Vir)*.
* 5 & Vyy est I'axiome de la grammaire.

On utilisera les conventions suivantes :

¢ Les éléments de Vv seront représentés par les lettres 4, B,C, D, ... et S

& Les €léments de V- seront représentés par les lettres a, b, c, ...; les éléments de Vi par les
lettres u, v, w, ...

o Les éléments de VUV seront représentés par les lettres X ;Y ...; les éléments de (VaUVp)*
par les lettres o, 8, .... Le mot vide sera représenté par ¢.

e Un élément (A, o) de P sera noté A — a.

Analyse syntaxique ascendante

L'analyse ascendante (avec lecture de gauche 4 droite) fonctionne de la maniére suivante :
* On garde en mémoire un mot e sur Vy UV, qui correspondra 4 la partie déja reconnue.
¢ Qun peut alors

— Soit lire un caractére supplémentaire du mot d’entrée, auquel cas on ajoute ce carac-
tére 4 «

~ Soit identifier le suffixe de « 4 la partie droite § d’une production de la grammajre
1) — 4, auquel cas on remplace & par la partie gauche D associée.



Cela correspond 3 'algorithme non-déterministe ci-dessous :

Algorithme 1 : Analyse ascendante(}
Entrées : Grammaire G, mot w
@ 4— 77
ie— 10
Tant que @£ S et i < |w|
Choigir :
soit Lecture
—l O — OW;
f4— i+ 1
soit Réduction
ir Choisir (8, Do, 5o) € {(6,D, B) tels que o = 56 et (D — &) € P}

a +— BoDy

Exemple

Nous illustrerons ce développement i 'aide de la grammaire suivante :
Go = ({8}, {e,+}, {S — S5+,8 = ¢}, 5)

qui représente les expressions arithmétiques de l'opérateur + en notation post-fixée.

Figure 1: Arbre syntaxique correspondant au mot cc+ c+

]
5
J+

/

O = 1)
O—U) — N

c +

Automate des items

Définition (Ttem) Les items de la grammaire G sont les triplets (4, @, 8) tels que A — f
est une production de P. On notera [A — asf] un tel item.
Un item [A — ] sera dit complet.

A partir des iterns d’une grammaire, on considérera l’automate non déterministe AFNg =
(@, Vv UVr, A, Qq, F) suivant, appellé automate des items de la grammaire :

s Chaque état de @ correspond 4 un item de la grammaire.
o L’alphabet d’entrée est constitué des terminaux et des non-terminaux.
o La fonction de transition A est telle que

— A(JA = aeBS),€) = {[B —+ 7] o2t B —  est une production}
— A(JA = e X 5], X) = {[A = aXf]}



[S — SeS+]

[S — SSe+]

+

[S — co] [S — S5+

Figure 2: Automate des items de la grammaire G

e L’ensemble des &tats initiaux est Qy = {[S — #a], 5 = o € P}.

o Tous les états sont finaux : F = Q.

Théoréme Soit v € (Viy U Vr)*, on a, pour tout item [A — aef] tel que o est un suffixe de ~
(avec & tel que v = da):

[A— asfl] € Alge,da) ssi 3w tels que § S, 6Aw = dafw

Autrement dit, la lecture d’un mot ~ par I'automate nous améne dans les &tats correspendants
aux items [A — «ef] ol a est un suffixe de y. Cela correspond au fait que I'on est en train
d’essayer d’associer un suffixe de v avec la partie droite de (4 — af), et que « a déja été
reconnu. Sitout § = ¢, toute la partie droite de la régle est reconnue, et on pourra alors réduire
en A, comme on le verra dans la partie suivante.

Idée de !la démonstration
=] Induction sur la longueur du chemin.

[¥5] Or montre que [A — eaf] € A(go, §) par induction sur la longueur de la dérivation S =,
§AW =4 dafw

Automate de la grammaire

On a construit dans la section précédente un automate fini (non déterministe) reconnaissant les
préfixes viables des proto-phrases de la grammaire (ce qui montre au passage que le language des
préfixes viables est régulier). On va ici construire un automate 3 pile qui reconnattra exactement
le langage de la grammaire.

Premiére étape On commence par déterminiser I'automate précédent. On obtient ainsi
AFDg = (Q,Vy UVr, A, qv). On notera go, ..., g, les éléments de .




[S — «S5+] (7.5) =+ 1

Y

start = 0 'S 2 o]

(v14,€) —F 12~

(24, €) ~* 422

1

_m —+ !m..m.ul
—.m - .m.!mﬁi
Tm - onw

(v.8) =72 "
Y

«=
-~
-~

—,w — ommul
[S — SeS+]
[s— SSe+]
_”.m‘ — o&

Tt (40123, €) —* 401

S —
i ﬁ_ 3| [S—+8S-

(v.5) =2

Figure 3: Automate 4 pile Ag, correspondant & la grammaire Gy

Deuxiéme étape On ajoute les opérations de pile A suivantes:

e Pour toute transition ¢; = ¢; € A, (v, @) = (v¢, 45) € A

Ces transitions, dites de lecture, servent & garder la trace des lectures effectuées, de maniére
4 pouvoir associer au mot de pile un mot de (Vi U Vr)*.

o Aux états contenant des items complets, on ajoute les transitions de pile suivantes :

Si [A — as] € g, alors il existe un préfixe viable -y tel que S =4 vAw =4 yaw. Soit alors

*

¢ = A(v4, ), on ajoute une série de transitions telles que(ye, @) = (7,450 4 A (on
ne peut pas le faire en une seule transition car un automate 4 pile ne peut dépiler qu'un

symbole par transition).

Ces transitions, dites de réduction, correspondent 4 la reconnaissance de la phrase & comme

étant la dérivation du symbole A.

Ainsi, Ag va lire son mot d’entrée jusqu’a se trouver dans un état contenant un item com-
plet, auquel cas il pourra réduire. Si Ag a reconnu xy, sa pile contient exactement xy; g'il se
trouve dans un état contenant [A -+ ye|, on pourra réduire y en A, auquel cas la pile contiendra
maintenant xA. On pourra alors continuer les lecture, ou réduire, jusqu’a épuiser 'entrée. Si
alors le mot correspondant 4 ’état de la pile est exactement Paxiome, ¢’est & dire si 'on a réussi
3 réduire le mot d’entrée en I'axiome de la grammaire, alors il sera reconnu comme un élément

de L(G).

LR(0) Exfin, la grammaire G sera dite LR{Q) si 'automate & pile obtenu est déterministe,
c’est & dire qu’il 0’y aura aucun conflit entre deux transitions de automate.

Les cornflits peuvent &tre de deux ordres :

o Lecture-réduction Lorsque Pautomate se trouve dans un état contenant un item complet

[A — o] et une transition par lecture d'un terminal [B -+ Bebd] LA [B — Bbef'], s
le caractére suivant du mot d’entrée est un b, alors automate devra faire un choix non-

déterministe.



Mot d’entrée | arbre syntaxique | état de la pile
5 01
| >+ | o123
+ ) 012
+ c 014
ct+ S 01
e+ | ¢ 04
cc+ 0

Figure 4: Reconnaissance du mot ce+ par I'automate Ag, .

o Réduction-réduction Lorsque Fautomate se trouve dans un état contenant deux items com-
plets, I'automate devra choisir de manisre non déterministe entre les deux réductions.

Si aucun de ces cas ne se produit, ce qui peut se vérifier facilement, alors automate aura
un fonctionnement déterministe. Dans ce cas, la construction de Az nous donne une procédure
effective pour savoir si G est LR(0), et, le cas échéant, nous permet de reconnaitre les mots de
L{G) de maniére efficace.
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