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218 Chapitre 4. Complexité
comme ensemble d'états. Les transitions de Pautomate A, sont données par

qw.az{o sizjepparalidans & i cicketli<j<n

Fig+1 sinon
0 i ~x; apparait dans ¢;
gg-b= .
R ES ] SIROTL
Fntd 6= Ginl b =0 powrii<ik
Cha=0-b=0.

pourl<i<ketlgi<n

L’automate alnsi construit est synchronisant et son délai de synchronisation est
inférieur & n si et seulement si la formule ¢ est satlsfiable.

6. Le probléme de savoir si le délai de synchronisation est an plus un entier donné
se réduit facilement au probléme de saveir si le délai de synchronisation est exac-
tement un entier donné. Ce dernier problime est donc tout autant NP-difficile.
Savoir si le délai de synchronisation de "automate A, est -+ 1 permet de décider
si ka formule o n'est pas satisfiable. Ce probléme est donc aussi co-NP-difficile.

4.3 Complexité en espace

On reppelle que la complexité en espace d'un caleul est le nombre de cellules de la
bande qui sont utilisées, c’est-3-dire la taille maxdmale d"une configuration apparaissant
dans le caleul. La fonction de complexité en espace d'une machine M est Ja fonction sae
qui donne pour chague entier n o complexité en espace maximale dun caleul sur une
entrée de taille 7 (cf. défnition 4.1 p. 193}.

43.1 Changement de moddle

1 5 été vu que les changements de modéles peuvent avoir une incidence plus ou mcing
grande sur Ia complexité en temnps. Le passage de plusieurs bandes 2 une seule bande
donne une explosion quadratique (cf. proposition 4.4) elors que le passage d’une machine
non déterministe & une machine déterministe impose une explosion exponentielle (cf.
proposition 4.5). Au contraire, les changements de modéle ont moins d’incidence sur la
complexité en espace.

Le passage d'une machine & bande bi-infinie & bande infinie ne change pas la com-
plexité en espace puisque l'espace utilisé reste identigne. En effet, la simulation est
effectuée en repliant la, bande sur elle-méme. I/espace utilisé n'est, pas augmenté.

Le passage d'une machine & k& bandes & une machine & une geule bande peut &tre
réalisé en mettant bout 4 bout les contenus des k bandes sur I'unique bands séparés par
un caractdre spécial. Le nombre de cases de bande utilisées est égal & la sormme des cases
utilisées sur les k& bandes. L’espace reste encore inchangé.

Le passage d'une machine non déterministe & une machine déterministe change la
complexité en espace mais de facor plus modérée gue fa complexité en temps. Le théo-

réme suivant énonce qu'il est possible de simuler une machine non déterministe avec une:

machine déterministe en utilisant seulement le carré de Pespace.

4.3 Complaxité en espace
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Théoréme 4.30 (Savitch 1970). Soit s unc fonction de N dons B+ telle que s(n) > n
pour to.ut n a.ssc:z grand. Toute moachine non déterministe qui fonctionne en espeee s_(n)
est dquivalente & une machine de Turing déterministe en espace ({s%(n)),

Preml)e: Seit M une machine de Turing fonctiontant en espace s{n). Sans perte de gé-
néralité, on peut supposer que cette machine posséde un seul état final gr. On modifie
la machine pour qu'avant d'accepter, elle efface la bande en remnplagant chaque sym-
bele par le symbole blanc . L’objectif de cette transformation est davoir nne seule
configuration acceptante égale 3 ar-

051 commence par définir une fonction AGCESS qui prend en paramétre deux confi-
gurations C et C’ de M ainsi que deux entiers ¢ et r. La fenction retourne vrai §'il
existe un caloul de C 4 €' de longueur au plus ¢ qui n'utilize que des configurations
m%ermédiaires de taille au plus 7, La fonction est récursive et fonctionne de la fagon
suivante. Sit = 0 ou ¢ = 1, elle se contente de tester st ¢ ot 7 sont égales ou s'il existe
une étape de calen! de de C & ¢, Sinor, elle parcowrt toutes les configurations ¢ de

taille au plus r et pour chaque configurati 4 1l exd
guration 7, elle teste 5751 existe al #
est la configuration médiane, ’ ' o enlent dont @

1 Access(C, &', 1, )

2 if t =0 then

3 retumnC =Y

4 else if £ =1 then

B refurnC=C'orC— ¢

f: else

7 for all G de taille r do

8 if Access(C, C”, [t/2],) and Access(C™”, ¢¥, 1t/2],7) then
9 return true

return false

.
[

Algorithme 11: Fonction Acorss

Nous a:na}Iysons maintenant la coraplexité en espace de Ia fonction Access. La valeur
de t est dn_nsée par 2 & chaque appel récursif. Le nornbre maximal d’appels imbriqués
d? la for!:rcmon est done borné per log, t. Chaque appel récursif utilise trois variables
C" b G de taille au plus r et un entier ¢ qui nécessite un espece au plus log, ¢ 5%l est;
@é en hinaire. La variable » reste constante et on peut donc considérer qu’if 'y & en
fait qu'une seule instance de cette varable qui occupe un espace log, r. L'espace utilisé
globelement est done borné par O(logy 7+ (r +log, t) log, £). ?

Nous' allons maintenant utiliser la fonction ACCESS pour résoudre le probléme, Dans
un premier temps, nous supposons pour simplifier que la fonction s(n) est caleulable en
utlllxsant un. espace aut plus s{n). Puisque la machine M fonctionne en espace s(n}, il
ex:ste., d’aprés .le lemme 4.2 une constante K telle taa{n) < 2597 Soit w une ent;éa
de taille n. Puisque g7 est Punique configuration scceptante de M, on a I'équivalence

suivante,

w € L{M) == Access(qw,qp, 2%, s(n))

11 est alors facilfa de donner une machine déterministe AL équivalente & A4. Pour chaque
entrée w de taille n, la machine A’ calele Ia valour de #(n) puis utilise la fonction
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ACCESS avec t = 25000 of r = 5{n), L'espace utilisé est alors borné var G(K?s*(n)) =
O(s*(n)).

Nous ne supposons plus que la fonction s{n) est ealeulable et nous allons utiliser 3
nouveau Ja fonetion ACCESS pour contourner cette difficulté. Soit w nne entrée de taille n
et soit m la taille masxdmale d'une confignration accessible 4 partir de la configurstion
initiale gow. Nous donnons ci-dessous un algorithme qui caloule la valeur de m en utilisant
un espace borné par O{m?). Comme m < $(n), cet espace est dore borné par O(s%(n)).

Pour chaque entier k > n+ 1, on note Ny, le nombre de configurations de taille au
plus & accessibles par un caicul & pertir de gyw en utilisant des configurations de taille
au plus k. Par définition, la suite {(Nk)xzo est croissante et elle est bornée par le nombre
de configuraticns de taille au plus s(n). 1 existe done un entier & tel que Npyp = Ny,
Réciproquement, si k est le plus petit entier tel que Niy: = Ny, alors k est égal 4 m
ek Ny est le nombre total de configurations accessibles & partir de qou. Supposons par
Pabsurde qu'il existe une configuration accessible A partir de gow avec un caleu] utilisang
des configurations de taille au moins &+ 1. On considére Ia premidre configuration de ce
celeul de taille & + 1, Cette configmration existe car la taille des configurations ne varie
que d’une unité au plus & chaque &tape de caleul. Comme cette configuration est de taille
E+1 et que celles qui la précident dans le ealeul sont de taille aun plus £, slle prouve
que Niyy > Ni, d’oi la contradiction, L’algorithme suivant caleule la valeur de m.

Input w de taille n
Lk+n
% i+ 0
3: repeat
kefk41
N1
ie—0
for all C de taille aut plus k£ do
it ACCESS{qow, C, 2% k) then
9: i43+1
10: wntil { = NV
11: return k

XA D R

Algorithme 12: Caleul de m

Comme & est borné par m, I'espace utilisé par chaque appel 4 ACCESS est borné par
O{m?). L’espace nécessaire aux variables i b IV est borné par m si ces entiers sont codds
en binaire. L'espace global utilisé par l'algorithme précédent est donc ax plus O(m?).
Une machine déterministe A’ équivalente & M fonctionne de la fagon suivante, Elle
calcule d’abord la valeur de m avec algorithme précédent puis utilise ensuite la fonetion

ACGESS avec £ = 25" of oy pour décider 5"l y & un caleul de ggw & la configuration
acceptante gr. : )

La preuve du théordme de Savitch appelle quelques commentaires. 11 faut d’abord
remarquer une certaine similitude entre la fonction ACCESS et Palgorithme de McNaugh-
ton et Yamada pour caleuler une expression rationnelle équivalente 3 un automiate fini,
L'algorithme pour caleuler la veleur de m peut aussi stre rapproché des algorithmes don-

nés dans la preuve dn théordme de Imroerman et Szelepesényi avec tovtefois la différence )
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que ces derniers sont non déterministes,

Dans Panalyse de la conplexité en espace de I fonction Access, 1 faut comprendre
que ¢'est le nombre maximal d’appels imbriqués quj :

4.3.2 Classes de complexité en espace

Comine pour le temps,

on intreduit des elasses de probldmes déterminses par I*
nécessaire A lour décision.

espace

Définition 4.31. Pour yme fonction £ N o R*, on définit les classes
= 8Pace{f(n)) est I'ensemble des probldmes décides Par une machine de Turing
déterministe (3 plusieurs bandes} en espace O(f(n)). :
— NSPACE(f(n)) est ensemble des problémes décidés Par une machine de Turing-
ron déterminisie (3 plusieurs bandes) en espace O fin)).
Le théoréme de Savitch garantit qu'il n'est
déterministes et non déterministes pour |’
les classes suivantes,

Das nécessaire de distinguer les machines
espace polynomial ou exponentiel, On définit

PSPACE = | ] Space(n®) = [ NSpace(nt)

k>0 k30
ExpSrace = | | Seace(e™) = [ NSpace(z™)
k30 k20

4.3.3 Complexités en temps et en espace

¢t en espace. Lo, Proposition suivante réswme les relati
complexité mtroduites Jusque 13.

Proposition 4.32. [es class

o es de complezits introduites Wrifient les inelysions Sui-
vantes. ’

P C NP C PSpace € ExpTiME C NExpTmME C EfomcE.

Les inclusions entre ceg classes et leurs classes duales sont représentées i Ia figure 4,11,

Preuve. Les deux inclusions NP C P
lemme 4.2 ot dy théoréme de Savitch,
Linclusion PSpace € EXPTIME découle aussi du lemme 4.2,

SPACE et NEXPTIME C ExrSprace découlent dy

[

Le théordme de hiérarchie {corollaire 4,55
P C ExPTIME et PSPACE
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