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Complétude de la méthode de résolution.

Références :

J.Stern * Fondements mathématiques de I'informatique”, Ediscience | p220
R.Cori, D.Lascar ¥ Logique mathématiques vol 17 Dunod, p245

Le David-Nour-Raffali présente en 2 pages lo méthode et essaie de optimiser,
sans brop justifier powrguoi ni comment elle fonctionne

Le Dehornoi présente lui aussi en £ pages et ne démontre pas le théoréme
principal

On conseillera ausst la lecture du document suivant, qui compléte le Stern
pour ce développement : http://minerve.ens-rennes.fr/images/Dvt_
resolution.pdf

Introduction :

Prérequis : substitution, unificateur, unificateur principal, équisatisfiabilité,
(clause), VL (ensemble des variables libres d’une formule), preuve par coupure
(ainsi que sa complétude dans lo logique propositionnelle)

Notations : Pour C une clause (du ler ordre, et pas forcément close), on
notera VO sa cloture universelle : c’est a dive qu'on ajoutera un Vz powr
chague variable x libre dans €. On appellera ”clause universelle” une clause
close universellement.

Pour C = A3 vAsv... VA, V=BV -ByV...V B, une clause et o
une substitution, on notera o(C) = o(A1) Vo(da) V...0(VA) V ~o(B1) V
—o(Bg) V...V —a(By). '

Définition :

Soient VCp, VC1, VCo des clauses universelles du 17 ordre,
Ci=A4VAV.. VA VBV~ ByV... VB

Co=CivCe V.. vCyVv-DyV-DyVv.. V=D,

V(o est une résolution de VC et VCy si VL(C1}(\VL(C2) = @ et s'il existe
Xc{l...j}, Y C{1...k} et o une substitution tels que :

o soit un unificateur principal' de {By,z € X} et {Dy,y €Y} et

Co = (\/ cr(A,;)) vV eB))v ( V a(ok)) vV (\/ J(Dl))

i=1 jex kY =1

Avec de plus les o(A;) différents les uns des autres, les o(A;) différents des
o(B;), les o(B;) différents les uns des autres, et de méme pour les o(Cy,) et
les o(Dy). .

Une reformulation d’une clause VC est une clause de la forme Yo (C), avec
o une substitution.? ‘

Une preuve par résolution de VC (clause) d partir de T' {ensemble de clauses
universelles) est un arbre (fini) dont la racine est VC, les feuilles sont dans

!'Le principal n’est pas nécessaire, mais il est plus intéressant algorithmiquement
20n peut voir ¢a comme, pour F une formule sans quantificateurs, une résolution de

V(CV F) et de V(C vV ~F)



I et chaque noeud est résolution de ses deuz fils ou reformulation de son
fils.

Théoréme

La résolution est compléte

cad Pour T un ensemble de clauses (universelles) sur L et F une clause,

il existe une preuve par résolution de F & partir de T

ssi tout modéle de T est modéle de F

Ce théordme se reformule aisément en :

T a un modéle ssi il n'existe pas de preuve par résolution de 1. & partir de
T.

Ou de maniére équivalente :

Il exsite une preuve par résolution de | 4 partir de T 55i T n'a pas de modéle.

Le sens de gauche & droite s’appelle la correction de la méthode de résolution,
et il ne s'agit pas ici de le montrer (la démonstration se fait en vérifiant que
la résolution préserve les résultats des valuations, c’est un peu moins évident
pour les closes universelles que pour juste les clauses, mais ¢a ne présente
cependant pas de difficulté technique majeure).

On va montrer 'autre sens en s’appuyant sur la complétude de la preuve
par coupure dans la logique propositionnelle que 1'on admet.

Avant tout, il est important de remarquer que 'on ne perd pas de généralités
en prenant 7' un ensemble de clauses et pas une théorie. Cela est dfi & la
proposition suivante, que l'on admettra pour un oral :

Proposition :
Toute théorie est équisatisfiable & un certain un ensemble de clauses uni-

verselles.

La démonstration se falt par une mise en forme prénexe des formules de
la. théorie (la nouvelle théorie est équivalente) On obtient une formule de
forme Qz1... Qe [z, ... 2] avec Q des quantificateurs, et F sans quan-
tificateurs. On peut alors mettre F sous forme de conjonction de clauses.
On fait alors passer les conjonctions avant les quantificateurs, et 'on sépare
chacune des formules en différentes formules. (la nouvelle théorie est un
ensemble de clauses quantifiés qui est toujours équivalente & la théorie de
départ). Ensuite, on met sous forme de Skolem (équisatisfiable, mais plus
équivalente) pour enlever les quantificateurs existentiels. Reste & traiter le
cas des quantificateurs universels...

Plusieurs choix s’offrent alors & nous :

- Définir la résolution sur Pensemble des clauses universelles, comme fait
dans le Cori-Lascar, et comme on a choisi de le faire.




- Dire qu'une clause universelle admet un modéle si et sentlement si1’ensemble
de ses particularisations admet un modgle, (une particularisation étant la
supression de tous les guantificateurs puis le remplacement des variables.
libérées par des termes clos du langage). Ce qui est fait via le théoréme de
Herbrand dans le Stern. '

Soit £ un Jangage. On note 7 Pensemble de ses termes, et P 'ensemble de
ses formules atomiques. .

On peut construire une logique propositionnelle sur 7. On note P 'ensemble
des formules propositionnelles dont les variables sont dans P (c’est aussi
I’ensemble des formules du 1°7 ordre sans quantificateurs sur £}. Se donner
une valuation (propositionnelle) sur P, ¢’est s’en donner une sur P,

Lemme

Pour M une L-structure, il existe une valuation dpq 0 P - {0,1} telle que
pour toute formule atomique F, MEF = §p(F) = 1.

Réciproguement, pour § une veluation sur P, i existe une structure M
telle que pour toute formule atomique F, §{(F) =1 < MszEF

Proof. == St M est une M-structure, on définit § : P — {0,1}
F - 1siMeF
Osi MEF

Cela définit bien une valuation propositionnelle sur P (et donc sur P)

<= Si § est une valuation sur P, on crée la structure M suivante :
Son ensemble sous-jacent est 7 'ensemble des termes de £
Pour ¢ symbole de constante, ¢c™ 1= ¢
Pour f symbole de fonction, fM := T — T
ooty = fh.ty
Pour R symbole de relation, RM := {t1,...,t, € T"/6(Rt1...t,) =1}
H—/

Cette structure est communément appelée modéle de Herbr::l)d. Nous préférons
cependant appelation structure de Herbrand3.
Si §(F) =1, alors par la valuation du lerordre p: V. — T
Vi = Y
on obtient un modele de {. d

Lemme :
Soit T un ensemble de clauses (avec variables libres, mais non quantifides).
On suppose qu'il existe un arbre de prewve par coupure dont les feuwilles sont

311 arrive {notamment dans le Stern) que cette structure soit définie sur Pensemble des
termes clos et pas sur ensemble des termes. Il faut alors que le langage ait au moins un
symbole de constante pour que la structure ne soit pas vide. Si le langage a un nombre
infini de constantes, alors ces deux structures sont isomorphes.



dans l'ensemble I' = {0(C), 0 une substitution,C € T}, et dont la racine
est Co. Alors il existe une substitution 7, une clause £ et une preuve par
résolution de YE & partir de VT = {¥C,C € T}, avec de plus 7(€) = Cp *

Proof. On raisonne par induction sur arbre de coupure.

Feuille : Si ¢{C}) est dans I, alors on crée une reformulation de C vers o(C)
Si la racine de Parbre est C et celle des fils sont Cj et Cq :

Par hypothese d’induction, il existe des substitutions 71 et 79, des clauses &
et £ tels que 71(€1) = C1, 72{€2) = Ca et il existe des preuves par résolution
de V&, et de V& & partir de VT

De plus, comme l'on a affaire & un arbre de coupure, on sait qu'il existe une
coupure de C; et Cs amenant & C.

On commence par séparer les variables libres : soit ¢ une permutation de
I'ensemble des variables telle que &) et £ := o(€3) n'aient aucune variable
en commun (ce qui est posible puisque ces clauses sont finies sur des termes
finis et que l'enseinble des variables est infini).

Onpogealorspu: V — T
v = i3l (’Ui) siwv; € VL(gi)
moo (v) siv € VI(o(£2))
U; sinon

Par construction, (&1} = C; et u(&3) =Cs

Onnote & = Ay VA V.. VA VB V=B V., VB,

et Ea=C1vCoV .. VCyV-D1V-DyVv...v-D,

On sait que I'on peut appliquer la régle de coupure & C; et Cg, c'est-a-dire
& p(&r) et & p{&). On peut supposer sans perdre de généralité qu’elle est
appliquée en enlevant des littéraux négatifs {u(B;),2z € X} de Cy et des
littéraux positifs {p(Cy),y € Y} de €2 (et donc qu’il y a égalité entre ces
ensembles}. De plus, on a :

- (\/ #(A,-)) v Vs v ( V u(ck)) v (\/ M(Da))
=1 I=1

J¢x keY

Avec des hypotheses raisonnables de non-égalité entre les littéraux.
Cela veut dire que p2 est unificateur principal de {By,2 € X} et de {C),y €
Y'}, et que de plus, en posant :

£= (i/1 A,;) Vv j;é Bj|v (}X/ Ck) v (l\z/1 D;)

On obtient une résolution de & et & vers £. Il ne reste plus qu’a introduire
une reformulation de & vers £ powur conclure la démonstration. 0

10n fera attention sur la dernidre égalité & ne pas inverser, car si certaines substitutions,
comme les permutations de variables, sont inversibles, ce n’est pas le cas de toutes.



On peut alors démontrer le théoréme :

51 VT est un ensemble de clauses universelles non satisfiable,

Alors ¥T" n'est pas satisfiable dans la structure de Herbrand.

Donc pour tous les termes ti,...,%,, il n'existe aucune valuation du ler
ordre saisfaisant {C(t1,...,t,),C € T} dans cette méme structure.

C’est & dire pour toute substitution o, {¢(C),C € T'} n'est pas satisfiable®.
Il en découle que I'ensemble I' = {o(C), s une substitution, C € T} n’est
pas satisfiable (au ler ordre, dans la structure de Herbrand).

Done cet ensemble I n'est pas satisfiable (propositionnelement) dans P
Par complétude de la preuve par coupure, on en déduit qu'il existe une
preuve par coupure de L & partir de T’

On peut alors appliquer le lemme pour trouver une preuve par résolution de
1 A partir de T' 8

Il y a un abus de langage ici : les formules concerndes ne sont pas closes, done {a
notion de satisfaisabilité n’est pas définie. Le mot "satisfiable” réfere donc & ce qui est
décrit une ligne au dessus

Spour toute substitution &, on a o(P) = L ssi P = L
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