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Décidabilité de 'arithmétique de Presburger

Manon Ruffini

1
i
1
3

Théoréme 1 (Presburger) :

i

| La théorie au plem/%m ordre des enticrs munis de addition et de I’égahte est décidable.

C{ %&W]\Y\(LU\OJ

n veut montrer quc pour toute formule ¢ close de la logique de Plesbmger on peut décider
si N |= ¢. On peut quppos‘er que ¢ est sous forme prénexe : ¢ = Q2. Qnr,nd), ol les (; sont des
quantificateurs. : :

Pour tout entier & tel que 0 < k < ny soit o = Qri1Prir...Qurnt); avec lcs conventions ¢y = @ et
n = 1. Pour 0 < k < m, les v&uables' Ty, ..., T}, sont exactement les varlableq hbres dans la formule
r, ¢t on peut écrire tph(q My ooy The ) M@(&W’s = de ﬂ’l“ & coc (c(éz owant
On définit 'ensemble X 1= {61:, ﬂ>| (N, {@; = n:hiciar) = or(a, . *1;\)}
On va montrer par 1écu11ence sur n — k que ’ensemble X est un ensemble rationnel.
D’abord, on définit un codage qui permet d’écrire les k-uplets d’entiers : ;
- Chaque entier est éerit en binaire sur Palphabet Y = {0, 1}, :E
— Un k-uplet d’entier est éerit sur Palphabet 3% = {0, 1}*, en a,]outa,nt éventuellement des zéros
en téte des éeriturcs pour lcq rendre de la méme longueur. i
SiVl<igk, eqt codé zja?...al, le k-uplet est codé (alal..a )(1,1 A

Exemple 1

2,3 et 7 sont codés 1espect1vement sur ¥ : (010), (011) et (111); ot Ie triplet (2,3,7) est codé
(001)(111)(011)

Pour tout 1 < & < ny on construit un automate Aj; qui accepte les éCI‘ltUI‘C‘i sur 2* des éléments
de Xj;. On le f‘nt par 1ccunencc sur n — k. t
- Imtlah%tlon construisons un automate A, qui accepte exactement z\n, I’ensemble des n-uplets
qui satisfont 1. On le fait par induction sur la formule . ;

S b = (2 = my) ¢ _-_,On construit facilement ’automate pour l’égaliﬁfé :

£

)
*)

i > —
i ; ;:
i

Si=(z;4+2;= 'L;.) On construit un automate comme s'il lisait ch la droite vers la gauche.
L'état » cmrespond a I'état avec retenue et létat 7 correspond a l'état sans retenue. On
n’éerit pas les *, ‘pour plus de clarté (on suppose i, 4, k dlqtmcts)




oph .,

(111)

i (101) <

(100) (011) g

(010) (000) .

001 *?

! (0o1) (g

(1) T ’ 4
On en déduit facﬂement les automates pour i, 7, k quelconques i

Siah = —hy e Smt A, Pautomate qui accepte exactement les n- upchs satisfaisant ¢, On COll&tI‘Ult\
son complémen@anc il accepte exactement les n-uplets d’entiers qui satisfont =),
Si ) =1 Ap : On contruit Pautomate de I'intersection de Ay, et Ay,
Si = Vi : On contruit Pautomate de I'union de Ay, et Am
— Pour le passage dé Ap1 & Ay : Soit 1 € &k < n. On suppose construit 'automate Axpy. On

a: @ = Qr1Zr4a@rtt, 00 Qrpr est le quantificateur V ou . Daus le cas ol (Qpy1 est V, on
utilise : ¢y, = —~Jwg, k1 ot la stabilité des langages rationnels par complémentation. Il reste

A traiter le cas QL+1 ==,

On note :

Xpt1.

A =

(ﬂf;,L" ﬂf;‘,F;\,]_/j) el A,L =

§

On définit Ay pax:

M =
(», (21
Fy =l

M1

M) ={qe€ M,l|q soit accessible depuis un état de M}, en lisant (0 .0) € ¥*}, ce qui permet
o Thes

:

i

)y ) EEL si et seulement si Jag 1, (p, (21

g + L) f])_ € Ly

= (Mg, 2, M;H,ﬂn,ﬂz“) ou :
états, B A I alpha.beb MY aux états initiaux, Ff; aux ¢tats finaux et I5; C M; x X' x M; aux
transitions. Par hypothese de récurrence, 'automate Ay, est constrult il accepte exactement

M; aux

de prendre en compte les @), ayant une écriture binaire plus longue que celle des 4, ..

Par construction, 1'automate Ay accepte exactement X. j
Ainsi, on peut comtlune l'automate A; qui accepte exactement 1\1 i= {n; € 3(

- anl‘;ﬁ’l(ll)}

Pour conclure :

~ Si = Vayp(xy) P N |= @ ssi £(A;) = {0, 1}*

o

P

- Sip= 3:171(,01(51,'1) ': N |i ( 88l E(A]) 7 0
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