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Théoreme
La théorie logique au premier ordre des entiers munis de I'addition est décidable. Plus précisément,
si ¢ est une formule close, le probléme de savoir si (N, +) est un modéle de ¢ indécidable.

On se donne ¢ une formule close qu’on suppose sous forme prénexe :

® = Q1%1Q02%3 ... Qnxp ¥

ou les Q; sont des quantificateurs et i est sans quantificateurs. On définit, pour k € {0 ...n},

Qi (X1, e, X)) = Qge1Xk41 - QrnXnP.

On peut de plus supposer que tous les atomes de 1 sont de la forme x; = x; + x; ou x; = x; : en
effet, on peut s’y ramener en ajoutant des variables :

on transforme parexemplex + y+t =uenv +t =uAv = x + y et on ajoute le quantificateur 3.

On construit par récurrence descendante sur k un automate A, qui accepte exactement le langage
X, des écriture binaires sur %, = {0,1}* des k —uplets d’entiers qui vérifient ¢,. On ajoute au début
des nombres des 0 pour que tous les x; aient méme longueur.

Construction de 'automate A,

¢, est combinaison booléenne de clauses de la forme x; = x; ou x; + x; = x;.. Comme on peut
construire un automate qui reconnait I'union et I'intersection de langages rationnels, il suffit de
construire des automates reconnaissant I'addition et I'égalité sur {0,1}? et {0,1}° respectivement :

(1,1,1) (1.0,1)
(1,0,0) (0.1,1)
1,1) (0,1,0) (0.0,0)
0,0)

—

(0.0.1)

Fic. 3.11 — Automate de égalité Fic. 3.12 — Automate de 'addition

L'égalité est facile : deux entiers sont égaux si et seulement si ils ont méme représentation binaire.
Pour I'addition, il faut deux états, I'un correspondant a I'état avec retenue, et I'autre sans retenue :
comme on lit les entiers des bits les plus forts aux bits les plus faibles, on effectue le calcul « a
I’envers ». On commence nécessairement une addition dans un état sans retenue, et dés qu’un calcul
bit a bit ne correspond pas a I’addition bit a bit, soit le calcul est faux, soit on a fait une retenue dans
les bits suivants.

Construction de I'automate A, al'aide de I'automate A, ,

Ona @i = Qrs1Xk+1Pr+1-

Si Qr+1 =V, alors on écrit ¢, = —3x)411@ k41 POUr se ramener au cas Q.+ = 3. Il faut pour cela
déterminiser Ay .4 pour inverser états finaux et non finaux puis faire la construction ci-dessous et a
nouveau le déterminiser : c’est tres long !




Si Qr+1 = 3, on construit 'automate A, en oubliant dans I'automate A4 la derniére lettre de
{0,1}’“r1 : 'automate A} a les mémes états que 'automate Ay .1, son alphabet est {0,1}", ses
transitions sont de la forme (p, (x4, ..., Xx),q) ou (p, (X1, ..., Xx+1),q) est une transition de Aj4q.
Les états finaux sont les mémes que ceux de Ay, 1 et les états initiaux sont ceux qu’on peut
atteindre a partir des états initiaux de Ay en lisant des lettres de la forme (0, ...,0) € {0,1}*.

Exemple

La relation x < y est équivalente a la formule 3z: x + z = y. L’équation x = 0 mod 3 est
équivalentea3dy,zx =y +z Az =7y +y.On peutillustrer la construction de 'lautomate dans ces
cas.




Théoreme
Le systeme de la déduction naturelle est complet, i.e. si T est une théorie cohérente alors elle est
non contradictoire.

Pour cela, on se donne une théorie T sur un langage L et on va montrer qu’il existe un langage L' et
une théorie Th telle que :

e TcThetLc /L'

e Th est compléte

e Pour toute formule G[x] a une variable libre, il existe un symbole de constante c tel que
Th+ 3x G[x] » G[x = c].

On considére alors le modéle M dont le domaine est I’ensemble des termes clos sur L' et
I'interprétation est donnée par :

o fa(ty, . t) = fty, ., ty)
o 1y(ty, ..., ty) sietseulementsiTh F r(ty, ..., ty)

Montrons que I'existence d’une telle théorie implique le résultat du théoreme :

Il suffit pour cela de montrer le lemme suivant (on aura le résultat pour F parcourant I'ensemble des
formules de Th) :

Lemme
Pour toute formule close F, M E F si et seulementsiTh + F.

On démontre le lemme par induction sur la formule F. On peut supposer que F n’utilise que les
connecteurs 3, — et V.

e SiF =1, lerésultat est vrai car Th est cohérente

o SiF =r(ty,..,t;), le résultat est vrai par définition de M

e SiF =F; VF,commelesF;sontcloses, Th+ F;VF,ssiTht+ F,ouTh}+ F,etonale
résultat par induction

e SiF = G alorsTh - G si et seulement si Th ne démontre pas G par complétude de Th et
on en déduit le résultat par induction

e SiF =3xG[x]alorssionaTh+ F,commeTh I 3x G[x] - G[x = c] on a par régle
d’élimination de = Th  G[x := c] et on en déduit que M E G[x = c] etdonc M E F.
Réciproquement, si M = Jx G[x], il existe une constante c telle que M = G[x := c] et donc
Th + G[x = c] etdonc Th + 3x : G[x] par régle d’introduction de 3.

On a donc le lemme.
Il nous reste a construire Th.
Pour cela, on pose Ly = L et T, = T on construit alors par récurrence L,, :

Lyp+1 = Ly U {cp: F[x] est une formule a une variable libre de L}




Tpi1 = T, U {3x Fx] > F[cg], F[x] est une formule a une variable libre de L}

On pose alorsThy =U T, et L' =U L,,.

Proposition
Pour toute formule G[x] a une variable libre sur L, il existe un symbole de constante c tel que
Thy + 3x G[x] = G[x = c].

C’est direct : si G[x] est une formule a une variable libre sur £, il existe n tel que G[x] € L,, car G[x]
utilise un nombre fini de symboles de constantes. Donc 3x G[x] = G[c;] € Tyy1 € Thy.

Proposition
Thy est cohérente.

On démontre par récurrence sur n que T), est cohérente : T, = T est cohérente par hypothése.
Supposons T,, cohérente. Supposons par I'absurde que T,,, 1 n’est pas cohérente : il existe alors
¢4, ---, Cx des symboles de constantes associées a des formules Fj, ... F, telles que

To, {3x, Fi[x] = Flcil}i=1, x H1

On en déduit alors que
T, + /\Elx F;[x] - F[¢;] =L
i

carl’JA-BssiT'-HFA—- B

Comme les variables c; n"apparaissent nulle part dans T;,, on peut facilement vérifier que

To YY1, s Vi </\ 3x; Fi[x;] - Flyil —>J-)
i

donc

4

T, - (3371; e Vi /\ElxiFi[xi] - F[}’i]) de

donc

T+ (/\ Ax; Fi[x;] - 3)’iFi[yi]> de

i

or on a clairement - G = G donc on en déduit
T,, FL ce qui est absurde. Donc T;, est cohérente pour tout n et par suite T I'est.

Il reste maintenant a compléter Thy pour cela, on énumére les formules sur L' (Fy)gso - On pose
alors Ky = Thy et

e Si K, est compléte, alors on pose K,,,1 = K,




e Sinon, soit k = infk: F;, et =F} ne sont pas prouvables dans K,,. On pose alors K,,;; =
K, U Fy.

On pose alors Th =U K, et Th vérifie bien toutes les propriétés voulues.



