








Théorème 
La théorie logique au premier ordre des entiers munis de l’addition est décidable. Plus précisément, 

si   est une formule close, le problème de savoir si (   ) est un modèle de   indécidable. 

On se donne   une formule close qu’on suppose sous forme prénexe : 

                 

où les    sont des quantificateurs et   est sans quantificateurs. On définit, pour        , 

  (       )                . 

On peut de plus supposer que tous les atomes de   sont de la forme          ou       : en 

effet, on peut s’y ramener en ajoutant des variables : 

on transforme par exemple         en             et on ajoute le quantificateur  . 

On construit par récurrence descendante sur   un automate    qui accepte exactement le langage 

   des écriture binaires sur           des   uplets d’entiers qui vérifient   . On ajoute au début 

des nombres des   pour que tous les    aient même longueur. 

Construction de l’automate    
   est combinaison booléenne de clauses de la forme       ou         . Comme on peut 

construire un automate qui reconnait l’union et l’intersection de langages rationnels, il suffit de 

construire des automates reconnaissant l’addition et l’égalité sur        et        respectivement : 

 

L’égalité est facile : deux entiers sont égaux si et seulement si ils ont même représentation binaire. 

Pour l’addition, il faut deux états, l’un correspondant à l’état avec retenue, et l’autre sans retenue : 

comme on lit les entiers des bits les plus forts aux bits les plus faibles, on effectue le calcul « à 

l’envers ». On commence nécessairement une addition dans un état sans retenue, et dès qu’un calcul 

bit à bit ne correspond pas à l’addition bit à bit, soit le calcul est faux, soit on a fait une retenue dans 

les bits suivants. 

Construction de l’automate    à l’aide de l’automate      
On a                . 

Si       , alors on écrit                pour se ramener au cas       . Il faut pour cela 

déterminiser      pour inverser états finaux et non finaux puis faire la construction ci-dessous et à 

nouveau le déterminiser : c’est très long ! 



Si       , on construit l’automate    en oubliant dans l’automate      la dernière lettre de 

         : l’automate    a les mêmes états que l’automate     , son alphabet est       , ses 

transitions sont de la forme (  (       )  ) où (  (         )  ) est une transition de     . 

Les états finaux sont les mêmes que ceux de      et les états initiaux sont ceux qu’on peut 

atteindre à partir des états initiaux de      en lisant des lettres de la forme (     )        . 

Exemple 
La relation     est équivalente à la formule         . L’équation           est 

équivalente à                 . On peut illustrer la construction de l’automate dans ces 

cas. 

 



Théorème 
Le système de la déduction naturelle est complet, i.e. si   est une théorie cohérente alors elle est 

non contradictoire. 

Pour cela, on se donne une théorie   sur un langage   et on va montrer qu’il existe un langage    et 

une théorie    telle que : 

      et      

    est complète 

 Pour toute formule      à une variable libre, il existe un symbole de constante   tel que 

                 . 

On considère alors le modèle   dont le domaine est l’ensemble des termes clos sur    et 

l’interprétation est donnée par : 

   (       )   (       ) 

   (       ) si et seulement si     (       ) 

Montrons que l’existence d’une telle théorie implique le résultat du théorème : 

Il suffit pour cela de montrer le lemme suivant (on aura le résultat pour   parcourant l’ensemble des 

formules de   ) : 

Lemme 
Pour toute formule close  ,     si et seulement si     . 

On démontre le lemme par induction sur la formule  . On peut supposer que   n’utilise que les 

connecteurs     et    

 Si      le résultat est vrai car    est cohérente 

 Si    (       ), le résultat est vrai par définition de   

 Si         comme les    sont closes,                    ou       et on a le 

résultat par induction 

 Si      alors       si et seulement si    ne démontre pas   par complétude de Th et 

on en déduit le résultat par induction 

 Si           alors si on a     , comme                   on a par règle 

d’élimination de             et on en déduit que          et donc    . 

Réciproquement, si          , il existe une constante   telle que          et donc 

          et donc            par régle d’introduction de    

On a donc le lemme. 

Il nous reste à construire   . 

Pour cela, on pose      et      on construit alors par récurrence    : 

        {                                                  } 



        {                                                             } 

On pose alors         et       . 

Proposition 
Pour toute formule      à une variable libre sur   , il existe un symbole de constante   tel que 

                  . 

C’est direct : si      est une formule à une variable libre sur     il existe   tel que         car      

utilise un nombre fini de symboles de constantes. Donc                         

Proposition 
    est cohérente.  

On démontre par récurrence sur   que    est cohérente :      est cohérente par hypothèse. 

Supposons    cohérente. Supposons par l’absurde que      n’est pas cohérente : il existe alors 

        des symboles de constantes associées à des formules        telles que  

   {              }          

On en déduit alors que 

   ⋀              

 

   

car       ssi       

Comme les variables    n’apparaissent nulle part dans   , on peut facilement vérifier que 

           (⋀                

 

  ) 

donc 

   (        ⋀               

 

)     

donc 

   (⋀                    

 

)     

or on a clairement      donc on en déduit 

     ce qui est absurde. Donc    est cohérente pour tout   et par suite   l’est. 

Il reste maintenant à compléter     pour cela, on énumère les formules sur    (  )      On pose 

alors        et  

 Si    est complète, alors on pose         



 Sinon, soit                                                  On pose alors      

       

On pose alors        et    vérifie bien toutes les propriétés voulues. 


