
I. La NP-Complétude 

A. Préliminaires 

Définition : problème de décision 
Un problème de décision   est la donnée d’un ensemble   d’instances et 
d’un sous-ensemble      d’instances positives. 
On associe en général à un ensemble d’instances   un codage 
〈 〉     . Par abus de notation, on note aussi   le langage {〈 〉   
  }. 

Exemples 
SAT est le problème de décision dont les instances sont les formules du 
calcul propositionnel et dont les instances positives sont les formules 
satisfiables. 
3-SAT est le problème de décision dont les instances sont les formules de 
la forme            où    est une clause contenant 3 littéraux. Les 
instances positives sont les formules satisfiables. 

 

Définition : les classes   et    

Un problème de décision   est dans la classe   (resp.      si une MT 
déterministe (resp. non déterministe) décide   en temps au plus 
polynomial par rapport à la taille de l’entrée. 
Exemples 

SAT et 3-SAT sont dans la classe NP 

 

Théorème de Cook 
Si SAT est dans   , alors       

Cela motive la définition de la classe des problèmes qui vérifient cette 

propriété : 

B. Problèmes NP-complets 

Définition : réduction polynomiale 
Soient   et   deux problèmes de décision. On dit que   se réduit 
polynomialement à   et on note      si il existe une fonction 
        calculable en temps polynomial telle que     ssi  (    . 

Exemple 
Il est clair que 3-SAT se réduit polynomialement à SAT. 3-SAT se réduit 
aussi polynomialement à SAT. 



 

Définition : problème NP-complet 
Un problème de décision A est NP-complet si : 

 A est NP ; 

 Pour tout problème B dans NP,     . 

 

Proposition 

Si A est un problème NP-complet et B est un problème NP tel que 
     alors B est NP-complet. 

Par ce qu’on a dit avant, SAT et 3-SAT sont donc NP-complets. 

II. Problèmes de graphes NP-complets 

A. Réductions depuis 3-SAT 

On peut réduire polynomialement 3-SAT à de nombreux problèmes de 

graphes. Ces réductions se font à l’aide de gadgets, structures se 

répétant dans les graphes qu’on construit et représentant les variables et 

clauses des formules de 3-SAT. 

Définition-proposition 
Le problème CLIQUE est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un graphe fini orienté   et d’un 
entier   ; 

 Les instances positives sont les graphes dont il existe un sous-
graphe de   complet à k sommets. 

CLIQUE est NP-complet.  

 

Définition-proposition (DEVELOPPEMENT) 
Le problème HAMPATH est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un graphe fini orienté   et de 
sommets   et   de   ; 

 Les instances positives sont les graphes dont il existe un chemin de 
  à   passant une et une seule fois par chacun des sommets de  . 

HAMPATH est NP-complet 

 

 



Définition-proposition (DEVELOPPEMENT) 
Le problème VERTEX-COVER est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un graphe fini non orienté   et d’un 
entier   ; 

 Les instances positives sont les graphes   dont il existe un sous-
graphe à   sommets contenant toutes les arêtes de  . 

VERTEX-COVER est NP-complet 

 

B. Réductions plus avancées 

Définition-proposition 
Le problème HAMCYCLE est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un graphe orienté   

 Les instances positives sont les graphes   dont il existe un cycle 
passant une et une seule fois pas chaque arête. 

HAMCYCLE est NP-complet : la réduction se fait depuis HAMPATH 
 
Idée : on ajoute un sommet   à l’instance de HAMPATH et deux arêtes 
    et    . On a alors existence d’un cycle hamiltonien dans le 
nouveau graphe si et seulement si un chemin hamiltonien reliait   à  . 

 

Définition-proposition 
Le problème du voyageur de commerce    est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un entier n, de   {     }     et 
d’un entier   ; 

 Les instances positives sont les graphes   dont il existe une suite 
de sommets         tel que chaque entier   apparaît une et une 
seule fois et tel que   (          (        . 

TS est NP-complet : la réduction se fait depuis HAMCYCLE : 
Etant donnée un graphe  , on pose  (       si (     est une arête de   
et   sinon. On pose de plus     et le problème TS pour cette instance 
est équivalent au problème HAMCYCLE pour  . 

 

 

 

 



III. Problèmes ensemblistes/sur les entiers 

A. SET-COVER 

Définition-proposition 
Le problème SET-COVER est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un univers fini  , d’un ensemble de 

parties   {       } de   et d’un entier  . 

 Une instance est positive s’il existe un sous-ensemble de S à   
éléments qui recouvre  .  

SET-COVER est NP-complet : la réduction se fait depuis VERTEX-COVER : 
Idée de la preuve : 
Etant donnée une instance de VERTEX-COVER, on prend pour univers 
l’ensemble   des arêtes de   et on pose    l’ensemble des arêtes 
incidentes au sommet  . 
On voit facilement que c’est une réduction de VERTEX-COVER à SET-
COVER. 

 

B. SUBSET-SUM 

Définition-proposition 

Le problème SUBSET-SUM est le problème défini par : 

 Les instances sont la donnée d’un ensemble d’entiers et d’un 
entier cible  ; 

 Les instances positives sont les ensembles   dont il existe un sous-
ensemble de somme égale à  . 

TS est NP-complet : la réduction se fait depuis 3-SAT 

 

IV. La programmation linéaire en entiers 

A. Définitions 

La programmation linéaire est à l’origine un problème d’optimisation de 

la forme 

{
            

    
 



où   est un vecteur et   une matrice et   un vecteur. Ce problème est 

dans la classe   si   est une variable continue, mais si on restreint   à 

des valeurs entières, il devient difficile. 

Définition-proposition 

Le problème de décision PLE est le problème dont les instances sont la 
donnée de       (                  Une instance est 

positive si il existe      tel que : 

{
     
    

  

Comme on va le voir, PLE est NP-complet car il permet d’exprimer de 
nombreux problèmes NP-complets. 

 

B. Réductions de problèmes à PLE 

Le problème SET-COVER 

On se place sur    et on cherche      tel que : 
      

                            pour tout arête   
     et      pour tout    . 
Le problème SET-COVER est équivalent à l’existence d’un tel  . 

 

Le problème KNAPSACK 
Le problème du sac à dos KNAPSACK est le problème dont les instances 
sont la donnée d’un volume   et de couples (         (       et d’un 
entier  . Le problème est de savoir s’il existe un sous-ensemble   de 
{     } tel que          et         . 
On admet que ce problème est NP-complet et il s’exprime naturellement 
à l’aide de PLE. 

Remarque : le problème du sac à dos a un algorithme polynomial en   et   : il 

est dont dans la classe   si l’entrée   est donnée en écriture polynomiale. On 

dit aussi que ce problème est pseudo-polynomial. 

Le problème TS 
Etant donné une instance du problème du voyageur de commerce, on 
choisit pour variables          {     } et on considère le problème  

      (       

Pour tout              :      sont booléennes 

Pour tout  ,            : une seule arête sortante 



Pour tout  ,             : une seule arête entrante 

Pour tout sous-ensemble   {     },   ,                : on 

impose ici qu’on a un seul cycle et non des cycles disjoints 
Attention : cette réduction n’est pas polynomiale par rapport à la taille 
de l’entrée : le nombre de contraintes est exponentiel! Il existe bien une 
réduction polynomiale, mais c’est plus compliqué ! (cf. Wikipedia) 

 

Références : surtout Sipser, sinon Wolper, Carton, Papadimitriou 

algorithmes, programmation mathématique. 

 

 
Tout problème NP 

SAT 

3-SAT 

CLIQUE HAMPATH VERTEX-COVER 

SET-COVER HAMCYCLE 

TS PLE 












