Théoréme de BANACH-STEINHAUS et applications

Références :
— Gourdon analyse

Développement : On notera T = R/(27Z) munit de la mesure Ay (mesure quotient de
la mesure de LEBESGUE normalisée sur [0,27]) et on confondra abusivement les fonctions
(continues) 27r-périodiques et les fonctions (continues) sur T.

Contexte : On va démontrer le théoréme de BANACH-STEINHAUS en admettant le
lemme de BAIRE, puis, dans une seconde partie appliquer le résultat a la divergence de la
série de Fourier.

On rappelle le lemme de BAIRE :

Lemme 1

Soit (X, d, ) un espace métrique complet. Alors il est de BAIRE, c¢’est-a-dire :

V(Q)n €, (VneEN, Q,=X) = (ﬂ Qn:X>

neN
Théoréme 1 (BANACH-STEINHAUS)
Soit E un espace de Banach et F un evn. Soit A C L.(E, F). Si

Vo € I, sup ||[Tz|| < o0
TeA

Alors
sup | T|| < oo
TeA

Démonstration: Soit(), ={x € £ |IT € A, |Tx|| >n} =Urca{z € E || Tx| >n}
est un ouvert de F et de plus, par hypothése :

ﬂﬂn:{xEE | Vn, EIT,HTxH>n}:{$EE

neN

sup ||Tz|| = oo} =0
TeA

Ainsi par contraposée du lemme de BAIRE dans E complet, il existe un n € N tel que (2, ne
soit pas dense dans F. Considérons un tel N, et soit z € E, r > 0 tel que Bg(x,r)NQ, = 0.

Soit y € Sg(0,1), posons v = x + ry. Alors ¥/ € Bg(x,r) donc y' ¢ Qy et par définition
de Qn : VT € A, ||TY|| < N.

lrTyll = T[] < |T(z +ry)| <N

Et donc [|Ty| < w < 2X Ceci étant vrai quelque soit y € E avec |ly|| = 1 et quelque

soit T' € A, on a donc :

2N
VT e A, ||T| < 22
.

d’ou le résultat.



Application a la divergence des séries de Fourier. Posons C = C°(T, C) I'ensemble
des fonctions continues 27-périodiques. On rappelle que pour n € N, D, :x — > ;. etk
Notons alors

cC —» C - ikt
Cy ( f o (Dn*f)<0) ) gn(f) = Z /Tf(t)e d)\T(t)

k=—n
C’est une application linéaire. De plus comme T est un compact, (C, | - ||o) est un espace
de BANACH (sous-espace fermé des applications bornées de T dans C munit de la norme
uniforme).

De plus Vn € N, ¢,, est continue. En effet :

[en ()] <

/T Du(—)£(t) dAg

<1/l / Du()] dAr < [ Dullillfllse

(D,, est continue sur T donc bornée et donc L' car T est de mesure finie)
On a donc || 4, || < ||Dxll1, on va montrer qu’on a égalité.

Lemme 2 (Calcul de D,,)

s (0 +1) )

sin (1)

Dn(t) =

Preuve du lemme :

n

Posons alors f, = -, on a de maniére évidente les résultats suivants :

[Dnl +

- el

= fplle <1
— En fait [f,| <1

DuODu(—t) | [ IDul)P
AV NG SR oMo

D’aprés la remarque ci-dessus, la fonction sous I'intégrale est dominée par |D,,|, et donc par
théoréme de convergence dominée, on peut passer a la limite :

falfy) =2 1Dl

n(fp) = dAr

Et donc ||, || = [ Dullx



Lemme 3 (||Dy,||1)

2

2
| Dnllr > FH%%—H ~ ﬁln(n)

Preuve du lemme

[ Dl are = o [T

| sin(3 t)]

Or |sin(z)| < |z| et donc :

dt

1 /2“ | sin((n + %)t)\

Dyl > =
H Hl = I ‘t’

1
Posons le changement de variable u = @, on obtient :

I,gy > L [ Ly, Ly sk,

ul 7 2 ul

Et sur intervalle [k, k+1[, on a |u| < k+1 et |sin(mu)| = (—1)*sin(7u) d’ott la minoration :

2n

| Dl > ! Z (=1)" /’fH sin(7u) du
T 0 k + 1 k

On peut alors calculer I'intégrale :

k1
/k sin(mu) du = % [— cos(mu)]i T = %(—l)k

Finalement, en regroupant :

2n+1
2 2
[ Dnllr > T2 Z I = PH%H
k=1

D’oil le lemme

Conclusion. En regroupant les différents résultats, on en déduit que (|| £, ||)» n’est pas
bornée, et donc par contraposée du théoréme de BANACH-STEINHAUS, il existe f € C tel que
(|€.(f)])n ne soit pas bornée. C’est bien dire que la série de Fourier de f en 0 diverge.

Résultat plus fort. On peut montrer un résultat plus général quand au "nombre" de
fonction de C dont la série de Fourier diverge.

Définition 1 (Partie Grasse)

On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est grasse si c’est une intersection
dénombrable d’ouverts denses.




Théoréme 2 (BANACH-STEINHAUS fort)
Soit E un espace de Banach et F' un evn. Soit A C L.(E, F). Si

sup || T = oo
TeA
Alors
{x € E |sup ||Tz]| = oo} est une partie grasse de E.
TeA
Alors
Démonstration :

{er

Or en reprenant la démonstration du premier théoréme, si il existe un €2,, qui ne soit pas dense
alors on peut majorer uniformément la norme subordonnée des éléments de A. Comme par
hypothése cela est impossible, tous les €2,, sont des ouverts denses, et donc I’ensemble considéré
est une intersection dénombrable d’ouverts denses, i.e. une partie grasse.

sup | Tz|| = oo} = (Ureafz € E [ |ITz| >n} = ()
Te

neN neN

Application. IL’ensemble des fonctions continues 27-périodiques dont la série de Fourier
diverge en 0 (ou de maniére équivalente en tout point préalablement fixé de R) est une partie
grasse de C.

Recasements : (according to Marnat)
— 208 - Espaces vectoriels normés. Applications linéaires continues. Exemples.
— 246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.



