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Théoreme.
Soit f :[0,1] = C une fonction continue. On pose

w(h) := sup{|f(u) = f(v)],|u —v] < h}

son module de continuité.
On considére

wa-aia=E ()= )

k=0

le n*®™¢ polynéme de Bernstein de f.
Alors

(i) (B,) converge uniformément vers f sur [0,1].
(ii) ||f — Bnlloo < Cw (ﬁ) ot C' est une constante.

(iii) L’estimation (i1) est optimale : il existe f lipschitzienne telle que || f — By |loo > %
pour une constante 6 > 0.

Démonstration. (i) Soit € [0,1] et (X;);>1 une suite de variables de Ber-
noulli i.i.d de parameétre . On note S, := X1 + - + X,,.

On a alors
E <f (i)) = By (x) et B(f(2)) = /()

par théoréme de transfert, d’ou



(i)

f est continue sur [0, 1] compact donc uniformément continue par le théo-
réme de Heine, donc w(d) est défini pour tout § > 0 et lims_,ow(d) = 0.
Par ailleurs, |f(x) — f (%) | < 2||f|loc donc, pour ¢ > 0,
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Par 'inégalité de Tchebychev, on a alors

IP( >6)<Var(5"n)

Var(Sy,)
T2
z(1—x)
 no2
< 1
~ 4né?’

S

n n
r— —
n

r— —
n

< 6) +2|f||oop(

n
r— —
n

On en déduit que, pour tout x € [0, 1],
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[f(x) = Bn(z)] <w(d) +

d’ou
limsup | f — Bulloo < w(3).
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Le résultat vient de lims_,o w(d) = 0.

Affinons le résultat de convergence uniforme prouvé ci-dessus. On a d’abord
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Montrons que w(Ah) < (A + 1)w(h) :

w est croissante et w(h+k) < w(h)4w(k) donc, par récurrence, w(nh) < nw(h)
pour n € N. On a alors, pour A € R,w(Ah) < w([A]h) < [Aw(h) < (A + Dw(h).
On en déduit
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par I'inégalité de Holder. Or
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D’ou

Dot ||f — Bylleo < 3w (i)
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(iii) On pose f:z+— |z — 3

If = Bulloe = ‘f (i) ~ b @ ‘
- (3)

,on a w(h) < h. Par ailleurs,
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Dol ||f — Bulls > 5=Eley + -+ + &n| avec ; := 2X; — 1 variables de

Rademacher i.i.d. D’ou
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par inégalité de Khintchine.
Or |le; + - +enll3 = Var(er + - +&n) + (E(e1 + -+ +,))% = n. D'ou
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Détails supplémentaires

Proposition (Inégalité de Khintchine).
Soit €1, ...,e, des variables de Rademacher (i.e. valant £1 avec probabilité %)
i.i.d. Soit f € vectg(e1,...,&n).

Alors || fll2 < VeE(|f]).
2
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Démonstration. On a f =3, a;je; et on peut supposer IflI3=1= > a5

Posons g := H;-lzl(l +ia;e;). Alors pour presque tout z,

lg(@)| = [ /1 + a22(a)
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Dot [|g]lec < Ve.
De plus, si j € {1,...,n},

E(e;9) = E | &;(1 +iaze;) [T(1+iagey)
ki

=E(g;(1 +iaje;))E H(l +iager) | par indépendance des €;
oy

E(e;9) = E(e; (1 + iaze;)) [ [ B(1 + iarey)
K
= ia; car E(g;) = 0.
Or E(fg) = Y, ajE(;9), d'ott [B(fg)| = [i S2)_ a2| = 1.
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