Approximation uniforme d'une fonction continue sur un segment
par les polynomes de Bernstein.
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Résumé

On démontre que la suite des polynémes de Bersntein associée a une fonction f continue
converge uniformément vers f sur [0,1], ce qui démontre le théoréme de Weierstrass. Puis,
on montre que la vitesse de cette convergence est un O(w(ﬁ)) , ol w désigne le module

de continuité uniforme de f. Finalement, on exhibe une fonction continue pour laquelle

la vitesse de convergence est exactement en w(—=), ce qui démontre I'optimalité de notre

vn
résultat sans hypothéses supplémentaires sur f.

Ce qu’on va démontrer. Soit f : [0,1] — C continue. On introduit les polynémes de
Bernstein associés o f en posant, V € N,V € [0,1]

n

Bra(e) =3 (1 )a -2 (),

i=1

et le module de continuité uniforme associé a f en posant Vh >0

w(h) = sup{|f(z) = f(y)], |z —y| < h}.

1. La suite (By,)n converge uniformément vers f sur [0,1].

2. Plus précisemment, il existe C > 0 indépendante de f telle que
17 = Balloo < Cw(—=)
— Bt plloo £ Cw(—).
1 \/ﬁ
3. De plus, il existe fo continue sur [0,1] et C' > 0 tels que

”fO_Bfo,nHoo 2C/W( )-

1
NG
Démonstration.

1. e Soit (X,) une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes, toutes de

méme parametre & € [0,1]. Notons S, = X + -+ + X,,, variable aléatoire de loi
Binomiale de parametres n et x. Par le théoréeme de transfert,

D)5 (o ()

i=1

Des lots, |f(x) — Bya(z)| = [E[f(x) — f (22)]| <E|f(z) — f (Z2)].
e f est continue — donc uniformément continue — sur [0,1] (théoréme de Heine). Ansi,
pour § > 0 fixé, lorsque |z — 2| < 6, on a |f(z) — f (£2)| < w(d). De plus, on a

toujours | f(z) — f (22)] < 2[|f[/cc- En notant A I'événement {|z — 2=| < 6}, il vient

E ]f(x) -1(%) \ < W(EIP(A) + 2] fl|P(AC).

n =

—_



L’inégalité de Tchebytchev permet d’écire :

IP(AC):]P’<

On a finalement, en majorant P(A) par 1 :

n
r——| >
n

02 p202  né? — 4ne?

5) . Var(22)  Var(S,) (1 -z) _ 1

|1 llso
Vo € [Oal]a ‘f(x)_BfﬂL(a:” SW(6)+ 2”62 ’
o Il
1f = Brallee < (@) + 55
et

limsup [[f = Bynlloo < w(d)

n—oo

Comme lims_,ow(d)) = 0, finalement
limsup |[f — Bynleo = li_>m If = Brallo =0,
n—00 n—oo

ce qui montre la convergence uniforme de By ,, vers f sur [0,1].

2. e On a besoin ici de quelques propriétés du module de continuité uniforme de f, et on
commence par admettre le résultat :
Lemme. w est une fonction sous-additive :

Vhth, UJ(hl + hQ) S w(hl) + W(hg)

Par suite, pour tout entier naturel n et h réel positif, w(nh) < nw(h). De plus, il est
facile de voir que w est croissante. Des lors, pour h; et hy positifs :

w(hih2) < w[(1 + [h1])he] < (14 [h1])w(he) < (1 + hi)w(he).

e On a toujours, pour x € [0,1], | f(z)—Byn(z)| <E ’f(x) —f (%)‘ Or par définition

de w,
E ’f(x) ~f (i”)‘ <E [w (|x - S"M
1
<E 7
(oS ()
1
(v $1)-(
( ) (G
Or || f(z) — f(%)”l < | f(x) = f(5= )||,» puisqu’on integre sur un espace de mesure
finie. On calcule
2
2 FE(S? 9 E 2
Hx Ry @? — E]E(Sn) + (52") =2 — j(nm) + (Sn) +2var(5")
7 llo n n n
2.2
R S tnr(l—=z) z(1-=) <i7
n? n ~ 4dn

d’ou finalement | f(x) — By n(z)] < (1 +/n 4n) (ﬁ) =3w (\%) majoration
indépendante de x d’ou

1f(2) = Bfn(@)] oo < g . (\/15)

3. On admet le résultat suivant :



Lemme (Inégalité de Khintchine). Soit (R,,) une suite de variables aléatoires indépedantes
de Rademacher (c.-a-d. de loi uniforme sur {-1,1}). VX € Vect(R,), | X|2 < v2|| X |1

Soit fo: x| — %| La deuxiéme inégalité triangulaire donne :

1 1
Vo Ule) = o)l = |lo = 3115 ~ol| <l .
d’oti par définition du module de continuité uniforme : Yh, w(h) < h.

1 1 . /n\ 1
V1 o = Bponlloo 2 1fo(5) = Bron(5) = > (k> no 2|

on
i=1

kl‘

On reconnait par le théoréme de transport, en prenant S, = X; + - -- + X,, somme de
n variables indépendantes de Bernoulli, toutes de parametre % :

S, 1 1 1
E|—=2 —=-|=—E|2S, —n|=—]R 4+ Ryl
n 2‘ 2n ‘ n\ QnH 1+ + Hl

Ot les variables aléatoires (R,) = (2X, — 1) sont indépendantes et de Rademacher.
Or par l'inégalité de Khintchine,

1 1
?||Rl +- -+ Ruli > ——||R1+ -+ Ryll2
n 2n

2V/2
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