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Référence :
— [Ser95], p. 12-13

Soit p un nombre premier et r > 1; on pose g :=p".

Lemme 1
Soit u € N.
On pose :
S(X") =) at
z€lF,
Alors : |
w ) —1 siu>letqg—1u

S(X*) = { 0 sinon

DEMONSTRATION :

— Siu=0,0naS(X"*) =¢gx1=0,dou le résultat.

-~ Siu>1et g—1lu,ie Ik € Ny u = (¢ — 1)k, alors 0* = 0 et, par théoréme de Lagrange,
Ve ey, o = (z771)% = 1% = 1. De fait, S(X") =¢—1=1.

— Siu>1et g—11u, alors comme [F7 est cyclique d’ordre ¢ — 1 il existe y € Fy tel que y* # 1
(cf. infra). De fait :

=y S(X")
De fait (1 — y*)S(X"™) = 0 donc (comme y* # 1) S(X*) =0.
Proposition 1 (Chevalley—Warning)

Soit A un ensemble fini.
Soit (fa)aca € Fy[X1,..., Xn]? telle que :

3" des(fa) <
acA

On considere la courbe algébrique V := {z € )/ [Va € A, fo(x) = 0} définie par les fq.
Alors :
card(V) = 0[p]

DEMONSTRATION :  Commengons par fixer z € Fy et posons :
pe=Tla-5™"
acA

— Siz € V, alors il est clair que P(z) = 1.
— Dans le cas contraire, il existe ag € A tel que fo,(z) # 0 et done f4-1(z) = 1, d’o P(z) = 0.



De fait P est la fonction caractéristique xy de V.
Soit f € Fg[X1,...,X,]; on pose :

S(f) =) fla)

QG]FQ

Comme P = yy on a nécessairement card(V') = S(P)[p]. Il nous reste donc & montrer que S(P) =0
dans IF,.

Comme ) deg(f,) < n on a deg(P) < n(q — 1) donc P est combinaison linéaire de monoémes
X* =TI, X, avec |u| <n(qg—1). Or:

S =3 [[=

gG]Fg =1

= 0 car au moins l'un des u; vérifie u; < ¢ — 1 donc ¢ — 1 { u; (lemme 1)
Détails supplémentaires :
— Il existe y € Fy tel que y* # 1 (u>1etqg—11u).Dans le cas contraire on aurait, si yo

engendre F, yi = 1 et alors par division euclidienne u = a(q — 1) +r, avec 0 <7 < ¢ — 1.
Or ceci impliquerait y5 = 1 ce qui est absurde car yo est d’ordre ¢ — 1.
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