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On cherche ici à déterminer les formes linéaires de Mn(K).

Théorème 1

L’application

f :
Mn(K) −→ Mn(K)∗

A 7−→ fA : X 7→ Tr(AX)

réalise un isomorphisme entre Mn(K) et son dual.

Démonstration. On note (Ei,j)i,j la base canonique de Mn(K).

f est clairement linéaire, et les espaces sont de même dimension finie. Montrons donc l’injectivité de f .

Soit A telle que fA = 0. On a alors, pour tous i0, j0 :

Tr(AEi0,j0
) = Tr





∑

i,j

ai,jEi,jEi0,j0





=

n
∑

i=1

ai,i0
Tr(Ei,j0

) car Ei,jEk,l = δj,kEi,l

= aj0,i0

= 0 par hypothèse

Finalement, A = 0.

Essayons maintenant, parmi toutes ces formes linéaires, de caractériser la plus connue, la trace.

Théorème 2

Soit g ∈ Mn(K)∗ vérifiant g(XY ) = g(Y X) pour toutes matrices X et Y . Alors

∃λ ∈ K, ∀X ∈ Mn(K), g(X) = λ Tr(X).

Démonstration. D’après le théorème précédent, il existe donc une matrice A telle que g(X) = Tr(AX).

L’hypothèse nous donne donc
Tr(AXY ) = Tr(AY X).
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Or les propriétés de la trace nous permettent d’écrire :

Tr(AY X) = Tr(XAY ).

Finalement, on a
Tr((AX − XA)Y ) = 0,

et ce pour tout matrice Y .

En réutilisant l’isomorphisme précédent, on a donc AX = XA, et comme il est connu que le centre de L (E)
est l’ensemble des homothéties, A en est donc une.

Il est maintenant temps d’utiliser la correspondance forme linéaire ↔ hyperplan.

Théorème 3

Si n > 2, alors tout hyperplan de Mn(K) rencontre GLn(K).

Démonstration. Soit donc H un hyperplan de Mn(K), et soit ϕ la forme linéaire associée. Il existe donc une
matrice A telle que pour toute matrice X , on ait ϕ(X) = Tr(AX).

On cherche donc une matrice inversible, telle que Tr(AX) soit nulle.

Pour simplifier le problème, notons r le rang de A. A est donc équivalente à Jr : P AQ = Jr, où P et Q sont
inversibles.

On a donc, pour toute matrice X ,

Tr(AX) = Tr(P JrQX) = Tr(JrQXP ).

Si on trouve Y inversible telle que Tr(JrY ) soit de trace nulle, on a gagné (on pose X = Q−1Y P −1 qui reste à
la fois dans GLn(K) et dans l’hyperplan H (on vérifie Tr(AX) = 0)).

Pour cela, on peut par exemple poser
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et vérifier que JrY a sa diagonale nulle, donc sa trace aussi.
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