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Soit & < ... <&, des réels, et my ..., m, des entiers non nuls. On considere le polynome
r
P=][&x-&m.
i=1

On choisit un xg > &, et on considére la suite (x,,),, définie par

Tn+1 = f(l'n)7

ou

Alors la suite (x,,) converge vers &, et on a une estimation de la vitesse de convergence :
— si m, = 1, alors pour tout ¢ > 0,
n
|zn — & | = o(c").

1 n
|zn§T|NC<1_> :
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Démonstration. On reconnait en P’/P la dérivée logarithmique de P, et donc on a

— si m, > 1, alors il existe ¢ > 0 telle que

P'(x) o - m;
P(z) Z

i—1 T 751'-

La relation x,41 = f(x,) se réécrit donc

r —1
Z m;
T+l = Tn — .
i—1 Tn — gz

Donc, si x,, > &, alors x,,11 < x,. Il ne nous reste donc qu’a montrer que x,, 1 > & pour avoir la décroissance

de (x,,).

On peut prolonger f a I := [&,,00) (& est une racine de P’ d’ordre 1 de moins que de P, et donc P(&,)/P'(&) =
0) en posant f(&) = &




f est dérivable sur I :

P(x)P"(z)

f/(x) =1-1+ P’(:C)Q

PP//
P/2 (:C)

Comme les zéros de P sont dans [£1,&,], il en est de méme pour les zéros de P’ et P” (théoréme de Gaufl-Lucas),
et donc (les coefficients sont positifs) f est strictement croissante sur I.
On a donc, pour z,, > &, :

& = (&) < f(wn) = Ty

Finalement, la suite (x,,) est décroissante et minorée, et donc converge, nécessairement vers un point fixe de f :
&

Intéressons-nous maintenant a la vitesse de convergence de la suite.

Commencons par calculer f/(z) plus précisemment. On a vu

P/ my
f(ﬂﬁ):zi:x_&,

et donc en dérivant :
2

PPI/_P/2 m;
P2 (x):_zx,&'

i

Donc

/ PP” m; - m;
-2 (£:24) (£:5)

%

On peut en déduire
1
lim f'(x) =1—- —.

& my

Regardons d’abord le cas m, = 1. On a donc f’(§,) = 0. Donc, par théoréme de Taylor-Lagrange, il existe un
yn tel que f(xn) — f(&) = (wn — &) ' (Yn)-

On a donc f/(y,) — 0, et dong, si ¢ > 0, Pexistence d’un rang & partir duquel |f'(y,)| < c.
n—oo

Donc |zp41 — & | < clan, — &, et une récurrence immédiate nous donne
|z, — & = O(").

Quitte & réécrire I’égalité avec un ¢’ < ¢, on peut remplacer & par o.

Il nous reste le cas m, > 1. On a donc f'(&,) =1 — mi € (0,1). On peut & nouveau appliquer la formule de
Taylor-Lagrange :

Elyn S (g’l“;zn); Tn+1 — gr = f/(yn)(l'n - gr)

En passant au log :
log(ant1 — &) —log(n — &) =log f'(yn) — log f'(¢r)-



Ainsi, par théoreme de Cesaro, on a
log(zy, — &) ~ nlog f'(&).

Cependant, il est interdit de prendre ’exponentielle pour conclure. Montrons donc que log(z,, — &) — nlog(&,)
converge.
On peut a nouveau appliquer la formule de Taylor-Lagrange, a 'ordre 2 :

f"(zn)
2

Hzn € (€Ta$n)a Tn+1 — 57“ = fl(gT)(xn - £T) + (‘Tn - €T)2'

On a en particulier
Tpt1 —&r
en = — 1 =0z — &)
e &) ol e
Comme on a vu log(z, — &) ~ nlog(f'(&)), donc il existe une constante f'(&,) < ¢ < 1 telle que |z, — &.| =
o(c™).

On a donc log(1+4¢,) = O(c™), et comme la série de terme général ¢" converge, celle de terme général log(z, 41 —
&) —log(a, — &) —log f/(&,) aussi. Par série téléscopique, c’est exactement dire que log(x,, — &) —nlog(f'(&))
converge, vers un certain .

On conclut :

T — & ~ e/\f/(gr)n'



