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On appelle demi-plan de Poincaré 'ensemble P = {z € C | S(z) > 0}.
On fait agir SLy(Z) sur P par I’action :

az+b
cz+d’

VA € SLy(Z), Vz € P, Axz=

On appelle en particulier S et T les matrices
0 -1 1 1
s<1 . >etT<0 1)
Finalement, on appelle groupe modulaire le groupe

PSLy(Z) = SL2(2) /i1 .

On fait agir ce groupe sur P de la méme maniére que SL2(Z). On remarquera que cette action est fidele (seul
le neutre fixe tous les points).

On cherche a montrer

Théoreme 1
Le groupe SLs(Z) est engendré par S et T.

Démonstration. On appelle D I’ensemble

D:{z€P||z|>1et|%(z)|<

b

On cherche donc & montrer que G = SL2(Z). Commencons par étudier D.

DN | =

et G le sous-groupe de SLy(7Z) engendré par S et T'.

Lemme 2
On fait agir G sur P via action de SLo(Z). Alors pour cette action de G, toutes les orbites rencontrent D.

Démonstration. On se fixe z € P. On va construire un point de P qui est dans D a partir de z; pour cela, on
va faire "monter" z, puis le translater.



On remarque qu’il n’y a qu'un nombre fini de couples (¢, d) € Z? tels que |cz + d| < 1. En effet

e13(2) = [S(ez + d)] < Jez +d] < 1,

et donc |c] < 1/3(2) et |d] < 1+ |||zl
a b
On a, pour A = ( ¢ d > dans G,
S(2)
S(Axz) = —2__
S(A * z) oz 1

Comme le nombre de couples (¢, d) vérifiant (A * z) > I(z) est fini, il existe A; € G telle que F(A; * z) soit
maximal. On appelle z1 = A * z.

Soit n la partie entiere de R(z1) + 1/2.

Comme pour tout ude P,ona T*xu=u+1,ona:

1 1
—3 <R(z1) —n<R(z1 —n) KRT " *21) < 2’
avec S(T7" * z1) = S(21).
En posant zo = T % z1), il ne nous reste plus qu’a montrer |z3| > 1.
Sinon, (S * 2z2) = i(;é), ce qui contredit la maximalité de 3(z2). O

On chercher maintenant a caractériser, pour z € D fixé, les matrices A de SLo(Z) telles que A x z € D.

Fixons-nous donc z € D, et A = < CCL Z ) dans SL2(Z) tels que Az € D.

Lemme 3
A est une matrice de G.

Démonstration. On peut se restreindre au cas ott S(A*z) > J(2), i.e |cz+d| < 1:sinon I(A*z) < S(A™1x(A4%2))
et donc on peut faire la méme étude pour A1,

D’apres les calculs qu’on a fait plus tot, on a

et donc ¢ € {—1,0,1}.

Cas¢c=0: Onadet(A) = ad =1, et donc, quitte & changer A et —A (ce qui ne change pas la valeur de A x z),
onaa=d=1,et donc Axz=z-+b. Regardons ou est z dans D.
— Si |R(z)| < 3, alors b= 0 et donc A = =+1.
~ Si |R(2)| = —3, alors b= 0 ou 1, et donc A ==+I ou 7.
— Si |R(2)| = 3, alors b= 0 ou -1, et donc A =41 ou T
Cas ¢ =1: La condition |z + d| < 1 n’offre que trois possibilités (dessiner D) :
(i) d=0;
(ii) z=jetd=1;
(iii) 2= — et d=—L.



(i) Onadet(A)=-b=1,et Axz=a—1
Comme de plus, |z| < 1 et z € D, nécessairement |z| = 1, et donc —2 et le symétrique de z par rapport
a l'axe des imaginaires. a — % est donc dans D seulement si

—a=0
—z=jeta=-—1
—z=-teta=1

Ces trois possibilités meénent a

A<_11 _01)(571)2

1 -1
a( ) s

(i) det(A)=a—b=1et

] -1
v @tz
7j+1

qui est dans D seulement si a = 0 ou a = 1, ce qui mene a

0 -1 1 -1
A_(l 1 )—,S’TouA—(1 0 ):TST.

(iii) On conclut de la méme fagon

(0 =11\ _ 9 (-1 0 o
a=(0 ) easpoan (30 )-rer

On se ramene a ¢ = 1 en changeant A en —A.

On peut maintenant terminer la preuve :
Le cas ou z est dans l'intérieur de D ne se rencontre que dans le cas ¢ = 0, et impose A = +1.

Soit A une matrice de SLo(Z). Notons 2z’ = Axz € P. Alors par le lemme 2, il existe B € G telle que Bxz' € D,
i.e (BA)*z¢€ D.

On a donc BA = +1, i.e A= +B~!. Comme —I = S? est dans G, on a bien A4 € G, et par suite G = SLy(Z).
O



