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Théoréme 1. On définit le probléme de terminaison TERM suivant :
Entrée : Un systéme de réécriture R fini.

Sortie : Oui s’il est terminant.

Ce probleme est indécidable.

Démonstration. Premier temps : On considere le probleme de terminaison TERM' suivant :
Entrée : Un systeme de réécriture R fini et un terme ¢.
Sortie : Oui si toutes les réécritures possibles commengant par ¢ terminent.

Pour montrer que ce probleme est indécidable, on va réduire le probleme de 'arrét & TERM'. Soit donc une
instance : une machine de Turing M et K une configuration.
M est composée :

— d’un alphabet T := {sg, s1,- - , 8, } fini, avec sg = #, le symbole blanc du ruban.

— D’un ensemble d’états Q = {qo, - ,q,} fini.

— De 2 symboles {l,r} pour la maniere de se déplacer sur le ruban.

— D’une fonction de transition finie: AC Q*xT«xQ«T'x{l,r}.

_>
Soit I’alphabet X, := {8_0>, A T ,?0} UoU{l ,7}, toutes ces fonctions étant d’arité 1. Soit = une
variable ; on définit les termes de configuration par :

= TE e G (G (@) ).

Ce terme de configuration correspond a la configuration suivante de la machine de Turing M : on est dans ’état
q, et on a sur le ruban (la fleche correspondant a la téte de lecture) :

# # Sik e Siy 5.7'1 e Sjl # #

I

On remarque que pour une configuration, on peut ajouter de sy = # a gauche et a droite, ceci signifie que
plusieurs termes de configurations peuvent correspondre a la méme configuration.
Les transitions correspondront & notre systéme de réécriture. Soit (g, s;,q’, s;,r) une transition. La réécriture
associée est :
— a5 @) ~r (@)
— Sisi=s0:q(7(2)) —r 87(61’(?(56)))-
Soit & présent une autre transition (g, s;,¢’, s;,1) :
— TS @) =r T (G5 E).
— Pour tout k, 5% (q(5; (2))) —=r ¢’ (5555 (
, = —
— Sis;=#, alors ' (¢(% () =g 1 (q’(
— Si s; = #, alors pour tout &, s_k)(q( (z)
Puisque la fonction de transition est finie, 1

).
BEEEN)
) = (55 (7 (@)

e systeme de réécriture est lui aussi fini.

Lemme 2. Soit M une machine de Turing et R le systéme de réécriture associé. Alors
— Pour tout (t,t") couple de termes de configurations, t Fr t' implique K; b Ky
— Pour tout (K, K') couple de configurations, pour tout t terme tel que K = Ky, alors K - K’ implique
qu’il existe un terme de configuration t' tel que K' = Ky et t b t'.

Cependant, la deuxieme affirmation n’est pas la réciproque de la premiere! En effet, a chaque configuration,
on peut associer une infinité de termes de configuration.
Ceci montre qu’on a réduit le probleme de I'arrét au probleme TERM’, ou le terme d’une instance de TERM’
est un terme de configuration.



Second temps. On va réduire le probleme de l'arrét uniforme (étant donnée une machine de Turing M,
toutes les configurations terminent-elles ?) au probleme TERM.
Soit donc une machine de Turing M, et on crée de la méme maniére que précédemment un systeme de réécriture
associé R. Cependant, tous les termes du nouveau langage créé ne sont pas forcément des termes de configura-
tion !

Lemme 3. Soit un terme sur Xpr. Si on a une infinité de réduction t —gr t1 —>g to — g -+, alors il existe un
terme de configuration t' et une réduction infinie sur t' commencant avec t'.

Démonstration. Les symboles sont d’arité 1, on peut sans probléme enlever les parentheses. Pour un terme
t = w(x), on va décomposer w de la forme suivante :

W = UIV1UV2 * * - UgUqUg+1,
%
ol v; € ?*Q?* et u; € (? uT U{ 1,5 })*, vérifiant :
Vi € [|1;¢|] , u; ne termine pas par s_j},Vi € [|2;9 + 1]] , w; ne commence pas par YJ

Dans cette décomposition, tous les ¢ de t se trouvent dans les v;.

Affirmation 4. St w(z) € T(X5r), soit w = u1v1U2V2 - - - UgUqUg+1 la décomposition définie précédemment. On
suppose que w(xz) =g w'(x). Alors :

— —
Jjelll,ql] , v; e ?*Q?* tels que w' = wyv1 - UVSU 1 - UGUUG 1 €F ] vf?(xo) — 10 ().

_>
Puisque le nombre de g dans w est fini, il existe un j tel qu’on ait une infinité de réductions sur [ vf?(a:o).

_)
Puisque [ v; ?(mo) est un terme de configuration, cela prouve le lemme. O

On a bien finalement une réduction de I'arrét uniforme vers TERM, et TERM est indécidable. O



