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On s’intéresse a I’équation de Bessel
vy +y +ay=0 (1)
On se propose de montrer le théoreme

Théoréme. L’ensemble des solutions C* de (1) au voisinage de 0 est l'espace vectoriel
engendré par la fonction analytique

Jo(z) = Z 4(7;713; " = ! /O7T cos(x sin 6)d6.

m
n>0

De plus toute solution de (1) sur un intervalle de la forme | — a,0[ ou |0, a] avec a > 0
et linéairement indépendante de Jy n’est pas bornée en 0.

Solutions analytiques au voisinage de 0

Soit f =3 ,50anz" € R[[X]] une série formelle sur R (a, := 0 pour n < 0), alors f est
solution de (1) si et seulement si

0 =af'+f + fy= Zn(n + Dap 12" + Z(n + Dap12" + Zan_lx”

n>0 n>0 n>0

= Z (n+1)aps1 + an1) ™

n>0

Ainsi f est solution de (1) si et seulement si

{ o o Vn € N
pig = —7——5 Vn ,
+2 (n+2)?

Et 'ensemble des séries formelles solutions de (1) est 1’espace vectoriel engendré par
1

Toi= 2 zl(n(n?)ﬂ%
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La solution Jy a un rayon de convergence infini, ainsi ce sont aussi les solutions analy-
tiques de (1) au voisinage de 0, en effet
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De plus elles sont définie sur tout R.

Etudes des autres solutions en 07 et 0~

Soit f une solution de (1) définie sur un intervalle de la forme |0, a| (a > 0), linéairement
indépendante de Jy. On a alors I’équation matricielle sur |0,a[ : Y = AY avec

_(Jo f (0 1
vie (B L) a= (4 4

On regarde alors 1’'équation vérifié par le wronskien w := det(Y) : en utilisant que pour
la norme de Hilbert-Schmidt V det = com et que M (com(M))" = det(M) pour toute
matrice M, on a :

w' = (det(Y)) =Ddet(Y)Y’ = tr (Y'(com(Y))") = tr (AY (com(Y))”)

=tr(det(Y)A) = tr(A)w = —lw.
T
Ainsi w(z) = 2 avec A € R, A # 0 car f est indépendante de Jo. On a donc
)\ ! !
- = w(@) = (@) f(2) = So(2)f(2).

Supposons f est borné, puisque Jo(0) = 1 et J)(0) = 0 on a f" ~g+ % Puisque % est
d’intégrale divergente en 0" et est de signe constant, on en déduit que

flz)=f(1)+ /j f(#)dt ~p+ /155 %dt ~o+ An(z).

Ceci est contradictoire, donc f n’est pas borné au voisinage de 07. Pour obtenir le
résultat en 0~ on observe que si f est solution de (1) en 0~, alors f(—x) est solution en
0" et que Jy est paire.

Une autre expression pour Jj
Soit | g
f(z) = —/ cos(z sin 6)db,
m™Jo

Par dérivation sous I'intégrale (les dérivés sont bornés), f est C* et

1 ™
xf"(z)+ f'(z) +xf(x) =— / [—2 sin” 0 cos(z sin §) — sin @ sin(z sin §) + x cos(z sin 6)] b
T Jg
1 ™
= —/ [ cos® f cos(z sin §) — sin @ sin(z sin 6)] db
™ Jo
1

= —[cos@sin(zsinb)];_, =0
m



Ainsi f est solution de (1) sur R, ainsi par ce qui précede f est colinéaire a Jy, enfin
puisque Jp(0) = f(0) =1 on en déduit

Jo(x) = f(x) = — /07r cos(x sin 6)d6.
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