Théoréme de FEJER

Références :
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— ZUILY-QUEFFELEC, Eléments d’analyse pour [’agrégation

Développement :

Contexte : Soit f une fonction continue sur R & valeur dans C, et 27-périodique. Soient
D,, et K,, les fonctions définies par :

Dp(z)= > €™  Kp(z)=

k=—n n=0

Si h,g € C°(T,C), on note ici

(hxg)(x) = ~ / " e — y)gly) dy

2 J_.

Théoréme 1 (de FEIJER)

Toute fonction continue, 2m-périodique de R dans C est limite uniforme d’une suite de
polynémes trigonométriques.

Ce qui s’énonce aussi : (z + €*%),cz est une famille totale de (C°(T,C), || - ||loo)-

(1) — Le noyau de Féjer.

(a) Pour tout z € R, on a :

m siw €21
K (x) = 1 — cos(mx)

m(1 — cos(z)) sinon

(b) Pour tout x € R, K,,(z) > 0.
(¢c) Pour tout z € R, K,,(—x) = Kp,(x).

(d) Pour tout n € N.
1 ™
% L Kn<l') der =1

(e) Pour tout € €]0, 7|,
/ K,(x)dx — 0

n—oo
(f) Pour tout e €]0, [,
/ K,(x)de — 0
[771-775[

U]€,7T] n—o0



(a) : On remarque que, pour k € Z,

m—1
m(2km) ZZ 2”“‘”:—22714—1:%2:771
n=0 p=—n n=0

et de plus pour x ¢ 27Z, on a :

1 m—1 2n
Kn(l’) = E <€_in$ Z €ip$)

n=0 p=0

1 ™! 1= ci@n+1l)e
= — e _

m ( 1 —ew )

1 m—1 e—inr _ ei(n—i—l):c
T om — ( 1—e )

1 m—1 e~ m—1 ez(n+1)x
- E(n_ol—e”_n_ol—eix>
1 EL eminr N gime
T om nzol—e”_nzo e—ir —1
A T T e |
B E(l—eixl—em_l—e“ e““—l)

1 1 —e ™ 1—e
T m (Q—QCos(x) a 2COS($)—2)
1 —cos(mzx)
~ m(1 — cos(z))

(b) et (c) se déduisent directement de (a).
(d) : De plus on Verlﬁe que 5- f ek dx = &y 1, ainsi par linéarité % ffﬂ D, (x)dx =1 et
finalement = [7 K, (z)dz = 1.

(e) : Enﬁn pour x 6]5,7r[, |1 — cos(x)| > |1 — cos(e)| et donc :
|Kn(x)|§l\1—cos(m:)\ Sl 2
n |1 —cos(z)] = n|l—cos(e)]

Donc comme K, et cette constante sont intégrables sur le compact [e, 7], par théoréme de
convergence dominée,

/K ydx — 0

(f) se déduit immédiatement de (e) et (b).
(2) — Produit de convolution :
(s De) = 1) = (7 5)@) ~ ) = - [ st - may = [ sy

Ainsi, (K f)(z)— f(2)] < 5= [T Ka(y)|f(x—y)— f(y)]- On veut montrer que cette quantité
tend vers 0 quand n — oo et ce indépendamment de z. Soit donc € > 0.
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f est continue sur le compact [—2m,27] donc uniformément continue : In > 0 tel que
Vo, z € |27, 27, lx—z] <n=|f(x)— f(2)| < &/2. En particulier pour z = x —y € [—27, 27],
on peut considérer un tel 7.

On peut découper l'intégrale de la maniére suivante :

/_ " K@)l f@—y) — f(2) dy = / K )f =) — @) dy+ [ Kul)lfz—y) — f()] dy

[—m,—n[U]n,x]
D’ou
2m)[(Kn x f)(z) — f(2)] S/ Kn(y)e/2dy + | Kn(y)2]|flleody < 5 /K + 2| flloo
-

[—m,—n[U]n,n] [ ™, n[U]nfr]

Or d’aprés le point (f), la deuxiéme intégrale tends vers 0 donc il existe ng tel que Yn > ny,
cette intégrale soit majorée par /(4 f|l«), et d’aprés (d), [ K, =1, d’ou :

2| fllce _
A7l =

@m)[(Kn = f)(z) — f(2)] < e/2+
D’ou le résultat.

(3) — Polynomes trigonométriques On note pour f fixe, S, (x) = Y 1__ c.(f)e™.
Or

n

Dur Do) = 5z [ 37 e dy—z(% [ e ay) e = 5,0

Et donc par linéarité :
1
K, * T) = —
(K s (&) = —
C’est, donc une suite de polynoémes trigonométriques, qui converge uniformément vers f, ce
qui démontre le théoréme.

Recasements : (according to Marnat)
— 240 - Transformation de Fourier, produit de convolution. Applications.
— 246 - Séries de Fourier. Exemples et applications.



