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Soit f : (x, y) 7→ x3 + y3 − 3xy.
Soit C := f−1(0).
C est appelé folium de Descartes, le but de ce développement est de le décrire.

– Commençons par définir, dans l’équation de C, y comme fonction implicite
de x, lorsque cela est possible.
f est de classe C∞ de R2 dans R. Le théorème des fonctions implicites lui est
applicable au voisinage de (a, b) si :

f(a, b) = 0 et ∂f

∂y
(a, b) = 3(b2 − a) 6= 0

Il existe dans ce cas un voisinage V de a, un voisinage W de b et une fonction
ϕ : V →W de classe C∞ tels que :

(x ∈ V, y ∈W et (x, y) ∈ C) ⇐⇒ (x ∈ V et y = ϕ(x))

La tangente à C au point (a, b) a pour équation :

y − b = ϕ′(a)(x− a)

Pour x ∈ V , on a f(x, ϕ(x)) = 0 donc :

∂f

∂x
(x, y) + ϕ′(x)∂f

∂y
(x, y) = 0

d’où :

ϕ′(x) = −
∂f
∂x (x, y)
∂f
∂y (x, y)

i.e.
ϕ′(x) = −x2 − y

y2 − x

La tangente à C au point (a, b) a donc pour équation :

(a2 − b)(x− a) + (b2 − a)(y − b) = 0
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– Il y a deux couples (a, b) tels que ∂f
∂y (a, b) = 0 : (a, b) = (0, 0) et (a, b) =

(22/3, 21/3) = A. Au point A, on a :

∂f

∂x
(a, b) = 3(a2 − b) = 3 · 21/3 6= 0

On peut donc exprimer x comme fonction implicite de y au voisinage de ce
point et puisque ∂f

∂y (a, b) = 0, on a une tangente verticale en A.
À l’origine on a par contre ∂f

∂y (a, b) = ∂f
∂x (a, b) = 0 donc le théorème des

fonctions implicites n’est pas applicable directement.

– Donnons maintenant une représentation paramétrique de C. Pour cela, on
étudie l’intersection de C avec la droite y = tx :{

x3 + y3 − 3xy = 0
y = tx

i.e. {
x2((1 + t3)x− 3t) = 0
y = tx

La première équation en x a 0 comme racine double, ce qui donne le point
(x, y) = (0, 0), et une troisième racine, si t 6= −1, qui donne le point :

(x, y) =
(

3t

1 + t3 ,
3t2

1 + t3

)

– Cette équation paramétrique nous permet d’établir le tableau de variation
suivant :

t −∞ −1 0 2−1/3 21/3 +∞
x 0 ↗ +∞ || −∞ ↗ 0 ↗ 22/3 ↘ 21/3 ↘ 0
y 0 ↘ −∞ || +∞ ↘ 0 ↗ 21/3 ↗ 22/3 ↘ 0

Il y a donc deux passages par l’origine : l’un pour t = 0, avec tangente
horizontale car y/x = t tend vers 0, et l’autre déduit du premier par symétrie
par rapport à la première bissectrice (car f(a, b) = f(b, a)), avec tangente
verticale (correspondant ici à t→ ±∞).
Étude de la branche infinie en t→ −1 : y/x = t tend vers −1 donc la direction
asymptotique est celle de la droite y = −x. De plus,

y − (−1)x = 3t2 + 3t

1 + t3 = 3t

1− t + t2 → −1

donc x + y + 1→ 0 pour t→ −1 et la distance euclidienne du point (x, y) à
la droite d’équation ax + by + c = 0 est |ax + by + c|/

√
a2 + b2, donc la droite

d’équation x + y + 1 = 0 est asymptote à C.
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On a enfin :

x + y + 1 = (1 + t)3

1 + t3 = (1 + t)2

1− t + t2 > 0 pour t 6= −1

donc C est au-dessus de l’asymptote.
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