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Référence :

~ [Bre05], p. 121-123 et 129
Prérequis :

— théoréme d’Ascoli.

Soit I = (a,b) un intervalle ouvert borné de R.
On considére 'espace de Sobolev H'(I) défini comme suit :

HY(I) := {u e L*(I) ‘Eg € L3(I), Vo € C°(I), /pr' = —/Ig@}

La fonction g € L?(I) est alors unique : on la note u’. On munit H!(I) de la topologie associée au
produit scalaire suivant :

() HYI) x HY(I) —

) 5 R
)|—>/Iuv+/lu'v'

La norme induite par (.,.) est notée ||.|| g et vérifie :

(u,v

Vue H'(I),  lullfn = llullZ: + /|72

Proposition 1
On a les résultats sutvants :

(i) HY(I) est un espace de Hilbert ;
(is) HY(I) s’injecte de fagon compacte dans C°(I).
(iii) HY(I) s’injecte de facon continue dans L*(I) ;

DEMONSTRATION :

(i) 1l est clair que (H(I),(.,.) est préhilbertien. Soit (uy), une suite de Cauchy dans H'(I).
Alors, si on fixe € > 0 il existe N > 0 tel que :

V> N,Vp >0, |unptp—un|fn <e

le:
Vn > N,¥p >0, |ftntp—tnllis+ llup,, —unli= <e

En particulier, (u,)n (resp. (u),),) est de Cauchy dans I'espace complet L?(I) donc y admet
une limite u € L%(I) (resp. v € L?(I)). Or :
/un(Pl - /UQD/
I I

/u;w—/u’w’ =
I I
s/|un—u||so'|
I

< ||up — ul|p2]|¢’|| 2 par Cauchy—Schwarz

Vo e C(I),

— 0

n—oo



Donc Vo € C*(I), [;unpe —— [;u'¢ (i.e uj, — v au sens des distributions). Cependant
n—oo

on montre de méme que :

Yo e C(I

Unp — < lug, = vllz2ll¢ e ——0

De fait par unicité de la limite :
Voecr(), [ -vp=0
I

Ce qui implique, par théoréme de représentation de Riesz, que ' = v p.p donc dans L2.
In fine :
lun = ullzp = llun = ullz2 + Juj, — /|22 ——0
n—oo

D’ou le résultat.

(it) — Commengons par démontrer que tout v € H'(I) admet un représentant continu. Soit
yo € I. On définit @ € C(I) comme suit :

d:x»—)/ o' (t)dt

Yo

@ est bien continue car v’ € L?(I) C Li (I) (car I est borné). De plus :

e, [ud = [ [ wg @as
[ v >dz+/b/I ()it (2)de
[ [ dx+/yo/yo )t (2
— [T v [ o <>dz+/y0 “dt/t ((w)da par Fubini
— [T
,/Iu/sa

b
(t) — 0)dt + / o' (£)(0 — (t))dt
Yo
De fait @' = u' et donc d’aprés le lemme 1, il existe C' € R tel que v = @ + C presque
partout donc dans H*(I). @ := @ + C est bien un représentant continu de u.
— Notons B la boule unité fermée de H'(I). Alors, pour u € B on a :

o 2y €1, ute) ~ )] = fnlo) ) =| [ w'an

< |z — y|||v'|| 2= par Cauchy—Schwarz
< Vi = ylllvll

|z —yl




Donc B est équicontinue dans C° (7) De plus (variation par rapport au Brézis) :

1 b
m/u(x)dy
1 b x
"(t)dt — dt
i ([ i)
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< ! [
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' L
= [ i+ 5= [ 1u

1
< Vb —al|lu| 2 +

Ve e, Ju(z)| =

||| L2 par Cauchy—Schwarz

< <\/ﬁ + \/bl__a> ]| 2

Donc B est bornée pour ||.||o. De fait, par théoréme d’Ascoli, B est relativement compacte
dans C°(I), d’out le résultat.

(i7i) La topologie L? étant plus faible que la topologie de la convergence uniforme, (iii) est une
conséquence immeédiate de (iz).

Détails supplémentaires :
— Utilisation du théoréme de représentation de Riesz. Si f € L? est telle que pour tout ¢ € C°,
| fe = 0 alors par densité la forme linéaire ¢ + [ fo est nulle. Le théoréme de représentation
de Riesz implique alors que f = 0 dans L? (donc presque partout).
— Unicité de u'. Si deux fonctions g, h € L? vérifient que Vo € C°(I), [up’ =— [90=— [, 9¢
alors Vo € C°(I),  [;(g—h)¢ =0 et donc g = h presque partout.
— Soit u € L{ (I). Alors pour yo € I, I et h tel que z + h € [ on a :

x+h x x+h
Yo Yo z

Donc x fyf) u e ().
— On a fait usage du lemme suivant (cf. [Bre05], p.122-123) :

x+h
§/ |u| — 0 car Ve € [0,h], u € L (I)
z h—0

Lemme 1

Soit f € L (I).

loc
On suppose que :

Vo € C2 (1), /f@'=0
I

Alors il existe C € vR tel que f = C presque partout. En particulier deux éléments de H*(I)
de méme dérivée différent d’une constante.

DEMONSTRATION : Soit ¢ € C°(I) d’intégrale 1 et soit w € C2°(I). Alors la fonction
h = w—1 [;w est dans C°(I) et [;h = [;w—1x [;w = 0 donc' h admet une pri-

mitive ¢ € C°(I) et donc :
o= = oo )

1. 1l est clair que h admet une primitive dans C°°(I). La nullité de f 1 h nous prouve que celle—ci est & support
compact.




TLe:

Vwecs<°<f>,o/lf<ww/lw)

= [ ru= [ [ wle)f)0)duds pas Fubini

=Je(r= )

Et donc, f = C := [; f¢ presque partout.
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