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Théorème.
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur R.
Soit V un sous-espace vectoriel de E.
Soit f une forme linéaire sur V .
Alors f admet un prolongement à E de même norme que f .

Démonstration.

– On suppose dans un premier temps que E est muni d’une norme eucli-
dienne.
Alors on a :

E = V ⊕ V ⊥

On définit la forme linéaire F : E → R par :

F (x) =

{
f(x) si x ∈ V
0 si x ∈ V ⊥

Alors pour x ∈ V , on a :

|f(x)| = |F (x)| ≤ ‖F‖.‖x‖

donc
‖f‖ ≤ ‖F‖

et pour x ∈ V, x′ ∈ V ⊥, on a :

|F (x+ x′)| = |f(x)| ≤ ‖f‖.‖x‖ ≤ ‖f‖.‖x+ x′‖

car
‖x+ x′‖2 = ‖x‖2 + ‖x′‖2 ≥ ‖x‖2

par Pythagore.
Donc

‖F‖ = ‖f‖
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– Cas général :
On suppose ‖f‖ = 1 (f non nulle).
Soit u ∈ E, x, y ∈ V ,

(f(x)− ‖x− u‖)− (f(y) + ‖y − u‖) = f(x− y)− ‖x− u‖ − ‖y − u‖
≤ ‖x− y‖ − ‖x− u‖ − ‖y − u‖
≤ 0

par inégalité triangulaire.
Donc

sup
x∈V

(f(x)− ‖x− u‖) ≤ inf
y∈V

(f(y) + ‖y − u‖)

Donc il existe a ∈ R tel que :

∀x, y ∈ V, f(x)− ‖x− u‖ ≤ a ≤ f(y) + ‖y − u‖

Soit u /∈ V , on définit pour x ∈ V, t ∈ R :

g(x+ tu) = f(x) + ta

g est une forme linéaire sur W := V ⊕ Ru et g prolonge f , donc :

‖f‖ ≤ ‖g‖

Pour x ∈ V, g(x− u) = f(x)− a, donc :

|g(x− u)| ≤ ‖x− u‖

En remplaçant x par −x
t , on a :

|g(x+ tu)| ≤ ‖x+ tu‖

donc ‖g‖ ≤ 1 = ‖f‖, donc :

‖g‖ = ‖f‖

Par récurrence, on prolonge f sur E par une forme de même norme.
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