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Théoréme.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur R.
Soit V' un sous-espace vectoriel de E.

Soit f une forme linéaire sur V.

Alors f admet un prolongement & E de méme norme que f.

Démonstration.
— On suppose dans un premier temps que F est muni d’une norme eucli-
dienne.

Alors on a :
E=VaVvt

On définit la forme linéaire F': E — R par :

| fl®)sizeV
F(x){ OsizeV+t

Alors pour z € V, on a :
[f (@) = [F(z)| < [[F].[|l]

donc
£ < 1F]

etpourz € V.2’ €Vt ona:

[F(z+ 20 =f @) < £l < 1Al + 2

car
o+ 2|1* = lll + 12" > flz?
par Pythagore.
Donc
1EN = 1171



Cas général :
On suppose ||f|| =1 (f non nulle).
Soit u € E,z,y € V,

(f(@) =z —ull) = (f() + lly = ull) = f(z —y) = |z = ull = ly — ull
<lz =yl = llz = ull = [ly = |
<0

par inégalité triangulaire.
Donc
sup(f(z) — lle — ull) < inf (f(y) + lly —ul)

zeV
Donc il existe a € R tel que :
Ve,y eV, f(z) —llo —ull <a < fy) +[ly —ull
Soit u ¢ V, on définit pour z € Vit € R :
9o+ tu) = f(x) +ta
g est une forme linéaire sur W :=V @ Ru et g prolonge f, donc :
IfIF< lgl
Pour z € V,g(z — u) = f(x) — a, donc :
lg(z —u)| < [lz— ull

T
T

En remplacant = par —%, on a :
lg(z + tu)| < ||l + tu]|
donc ||g|| <1 = f]], donc :

gl = 1171l

Par récurrence, on prolonge f sur E par une forme de méme norme.



