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Théoréme 1

& espace affine réel de dimension finie n. A ouvert convexe non vide de £ et L sous-espace
affine de &€ tel que An L = @. Alors il existe un hyperplan affine H de £ qui contient L et ne
rencontre pas A.

Démonstration :

Supposons £’ de dimension maximale vérifiant AnL =g et Lc L .

e Si dim(€) =1 alors tout ouvert convexe de £ est un intervalle et £’ = {z} hyperplan affine
(de dimension 0).

e dim(&) > 2. Supposons que dim(L") < n -1, et montrons d’abord que c’est absurde dans le
cas n = 2 et ensuite absurde dans le cas n > 2 en se ramenant au cas n = 2 en projetant £ sur

E/L.

1. Cas n =2 : On suppose donc dimL’ = 0, c’est-a-dire £ est un point. On vectorialise £ au
point de £’. On suppose donc £’ = {0}. Soit B = U0 tA. Cest un ouvert comme réunion
d’ouverts. Il est convexe car : Va,y € A, et VA€ [0,1],

1 Aty x 1-Mt, y 1
Az+(1-N)y = L Y B
Ny = g, ()\tz+(1—)\)ty VAT TSl AV sE e

B ne contient pas 0 (sinon 0 € A). Mais 0 € B de maniére évidente donc dans Fr(B) car B
est ouvert.

Si Fr(B) = {0} alors £~ {0} = Bu (€~ {B}). Comme & est de dimension 2 > 1, £\ {0} est
connexe donc comme {0} ¢ B, £ = B absurde car B est convexe et £ \ {0} ne l'est pas.
Soit ainsi x € Fr(B) ~ {0}. « ¢ B (car B est ouvert) et aussi —x ¢ B. En effet, sinon par la
convexité de B, l'intervalle [—z,z[c B absurde car 0 € [-z,z[ et 0 ¢ B [Lemme].

Enfin, Rz n A = @ en effet, s'il existe A € R~ {0} tel que Az € A alors x € 1A et donc soit
x soit —x est dans B (suivant si A > 0 ou non). Donc £’ est strictement inclus dans Rz qui
vérifie Rz n A = @. Absurde avec I’hypothése de la maximalité de la dimension de L£’.

Donc lorsque n =2, L' est de dimension n — 1, ¢’est un hyperplan.



2. dim(&) > 2 : On vectorialise en un point de £’ (on suppose donc maintenant que 0 € L').
Posons 7 : £ - /L' 1a surjection canonique de £ sur I'espace vectoriel £/L’. Par définition
de 7 et /L', m est une application linéaire ouverte. Donc comme A est un ouvert convexe
non vide tel que An L' =@, m(A) est un ouvert convexe non vide ne contenant pas 0.
Comme nous avons supposé dim(L’) < n - 1, la dimension de £/L est strictement plus
grande que 1, il existe donc un plan P tel que Pnn(A) # @. Posons B=Pnn(A), c’est un
ouvert convexe non vide de P espace vectoriel de dimension 2 donc d’apres le cas n =2, il
existe D droite de P (ie hyperplan de P), tel que Dn B =g.

Le sous espace vectoriel H = 771(D) contient alors strictement £’ car dim(A) =1 > 0 et
H vérifie Hn A = @&, encore une fois contradictoire avec I’hypotheése de maximalité de la
dimension de £’ et dim(L") <n - 1.

Conclusion, £ est un hyperplan affine tel que £'n A =@.

Remarque : A ouvert est nécessaire comme le montre I’exemple suivant :
E=R% L={0}, A={(z,y) eR?,y <0} U{(1,0)}. En effet A est un convexe mais il n’existe pas
de droite vectorielle ne rencontrant pas A (faire un dessin si besoin).

Lemme 1

Soit B un ouvert convexe, alors Vx € B,Vy € B, [z,y[c B

Démonstration : B ouvert et x € B donc il existe r > 0 tel que B(z,r) c B.
Comme B est un convexe, B est aussi un convexe. Donc

A= | tB(z,r)+(1-t)ycB

te]0,1]

car Vz € B(x,r),tz + (1 —t)y € B. A est ouvert car B(z,r) est ouvert et A est une union
d’ouvert.

Donc, Vz € [z, y[, 3t €]0,1] tel que z =tz + (1-t)y € tB(x,r) + (1 -t)y qui est un ouvert inclus
dans B. Donc z € B car B ouvert donc égal & I'intérieur de B.

Ce qui fini la démonstration du lemme.



