Correction des regles de Hoare

On ommet dans les assertions les notations pour les interprétations, ce
qui n’a aucune conséquence dans le déroulement de la preuve. Pour le reste,
la preuve est celle de [1].

Lemme 1. Soient a,ag € Aexpv, et X € Var. Alors pour tout état o,
Av[apla/X]]o = Av]ao]o[Av]a]o/X]
Démonstration. Induction structurelle sur ag. ]

Lemme 2. Soit B € Assn, X € Var et a € Aexp. Alors pour tout état o :
o = Bla/X] ssi o[Afa]o/X] = B.
Démonstration. Induction structurelle sur B. O

Théoréme 3. Soit un triplet de Hoare {A}c{B}. Alors - {A}c{B} implique
= {A}{B}.
On remarque que pour montrer le théoreme, il suffit de prouver que

chaque regle de Hoare est correcte, car on peut alors déduire le théoreme
par induction sur le nombre de régles dans une preuve.

Skip : | {A}skip{A} est clair.

Affectation : Notons ¢ = (X := a). On a o = Bla/X] ssi o[Afa]o/X] =
B d’apres le lemme 2, donc 0 |= Bla/X|] = C[X := aJo = B, d’ou
= {Bla/X]}X := a{B}.

Séquence : Supposons = {A}c{C} et = {C}ei{B}. Supposons o = A.
Alors Clegllo = C car = {A}cp{C}. On a aussi C[c1](C[eo]lo) = B car
E {C}a{B}. Dou = {A}cy c1{B}.

Conditionnelle : Supposons = {A A b}co{B} et = {A A -b}e1{B}. Sup-
posons o = A. Ou bien ¢ |= b ou bien ¢ = —b. Dans le premier cas o = AAb
donc Cfep]lo = B. Dans le deuxiéme analoguement C[c;]o |= B aussi, donc
= {A} if b then ¢ else c;{B}.



Boucles While : Supposons = {A A b}c{A}, i.e A invariant de w =
while b do c¢. On sait que Cw] = lim,, ,, avec des 6,, de domaine croissant,
et définis de sorte que :

o si B[b]Jo = false
Opt1: 00—
(0, 0 Clc])o  si B[b]o = true.

Montrons par induction sur n, P(n) : Vo,o’ € &,
(Op(o)=0"et o EA) = (¢ EAN-D)

On aura alors 0 F A = Cfw]o &= A A —b pour tout o € 3, d’ou
E {A}w{A A —b} comme voulu.

Cas n = 0. Il est tres vrai. Induction. On suppose P(n) pour un n > 0.
Supposons 6,110 = o', et 0 = A. Deux cas sont possibles :

1. B[b]o = true et o’ = (6, 0 C[c])c;
2. B[b]o = false et 0 = o.
Montrons que dans les deux cas o’ = A A —b.

1. Ona o =bdonc o = AAb. Dou il existe 0" € X tel que 0" = C[c]o
et o/ = 0,0". Dot 0" = A car = {A Ab}c{A} (hypothése du while).
Par hypothese d’induction o’ = A A —b.

2. Ici 0 E A A —b. Mais 0 = ¢’ donc c’est fini.

Conséquence : Supposons = (A = A') et = {A'}e{B'} et (B =
B). Supposons ¢ = A. Alors 0 = A’, d’ou C[c]o = B’ et done C|c]o = B.
D’ou = {A}ce{B}.
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