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Théoréme.
Soit f € C"(R,C),n > 2.
Pour k € {0,...,n}, on note M), = sup | f®)(x)|.
On suppose que My et M, sont ﬁni;eR

Alors pour tout k € {0,...,n} :
(i) My est fini
(ii) M, < /2N, M,

1—k k

(iii) My, < 2552 My " M.

Démonstration.

(i) Soit z € R. Pour tout i € {1,...,n — 1}, d’apres l'inégalité de Taylor-

Lagrange, on a :

flx41d)— flz)—if'(z) = — ——



D’ou, par inégalité triangulaire,

i1 _ i"M,,

Zf’(iB)—i- + (n_l)'f(n 1)(ZE) < 2My + o
"M,

< oMy + 2 -

Si on note X (z) le vecteur colonne de C"~! dont les composantes sont les

(k) "M,
/ k'(b%)’k € {l,...,n—1}, on en déduit ||AX (2)||ec < K := 2M, + n ‘ =
! n!

ou :

1 1 1

2 22 on—1

A=
n—1 (n—12 -+ (n—1)""1!

A est inversible car son déterminant est de Vandermonde, donc :
Ve eR,  [X(2)le < [ATK

Les M, sont donc finis.

Soit x € R, soit h > 0, par 'inégalité de Taylor-Lagrange on a :

2
£+ 1) = f(@) = (@) < 2
et : L2
fla = h) = f(@) + bf ()] < 25
D’ou :
£+ B) = f@ = B) = 2hf'(2)| < B2,
et :

2h|f' ()] < W*Ms + |f(z + h) — f(z — h)| < h*M; + 2Mo

M;

h M,
On en déduit M; < + TO pour tout h.



(iii)

[2 M
Le membre de droite étant minimal en h = VO’ on obtient :
2

My < \/2MyM,

Montrons le résultat par récurrence sur n.

Pour n = 2 et k = 1, le résultat a été prouvé en (ii), pour k = 0 ou k =n

¢’est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’au rang m et considérons f de classe C™*1.

Soit j € {1,...,m}. En appliquant le cas n =2,k =14a fU=1 ona:
M? < 2M; 1M,

Par hypothese de récurrence dans le casn = j,k =7 —1,on a:

=1

M, <27 MOMJ

J—

Par ailleurs, par hypothese de récurrence dans le casn =m-+1—j,k =1 sur

la fonction fU), on a :

_m—j

My < 255 M M

J

On obtient alors :

1 j—1
VE AT M T +m+13Mm+1]
J <20z MO J m+1

J(m+1-j)

on obtient finalement :
m—+1 )

En élevant le résultat a la puissance

Jm+1-j)

M4 S 272 M(] m+1 Mm+1

J

ce qui conclut la récurrence.



