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1 Définitions et Généralités

1.1 Définitions et premiéres propriétés [1]

Définition 1. (Convergence)

On dit que (uy)
Vn = ng

neN?

un élément de CV, converge s'il existe [ € C tel que, Ve > 0, Ing € N tel que

lu, — 1| <€

Dans ce cas [ est unique et on note u, —+> [, ou simplement u,, — (.
o

n—

Sinon on dit que (uy), oy diverge.

Démonstration. Montrons que [ est bien unique. Soient [ et I” deux complexes vers lesquels (uy),, oy

converge.



Supposons que [ # I, alors e = |l — I'| /2 > 0. Donc Ing € N et Ing € N tels que Vn > ng
lu, — 1| < €/2

et Vn = nyg
lu, — '] < €/2

Donc Vn = max(ng, ny)
O<[l=V|<|up—U+|u, = U|<e=|l—=1]/2
Ce qui est absurde, donc [ =1’ O

Définition 2. (Divergence vers +00)
On dit que (uy,) une suite réelle, diverge vers +00 (resp. —o0), si VM > 0, dng € N tel que
Vn = ng

neN?

uy, = M (resp. u, < —M)

Pour une suite complexe (u,),cy, on dit qu'elle diverge vers 'infini lorsque la suite réelle de ses

modules (|uy|),cy, diverge vers +oo.

Dans ces cas-la la suite (uy), oy est bien une suite divergente (au sens out elle ne converge pas)

mais on note toujours u, 7, T (resp. — 00).
n—-1+0oo

Définition 3. (Equivalent et négligeable)
® (un),cn € RY est dite équivalente a (vy,),,cy € RY, et I'on note u,, ~ v, §'il existe (w,),,oy € RY

n—-+00
telle que,
Vn € N Uy, = Wy Un et w, — 1
n—-+o00
o (uy),cy € RY est dite négligeable devant (v,),.y € RY, et on note u, T o(vy) §'il existe
(wn),ey € RY telle que,
Vn € N Uy, = Wy Un et w, — 0
n—-+o00

Proposition 4. Pour deuz suites réelles, (upn),cy €t (Un),ens S0

Vn € N Uy < Uy,
et si (Un),cy converge vers u et (vn), oy converge vers v alors

u<sv



Démonstration. Posons Vn € N Wy =V, —U, =20t w=0v—u

Supposons que w < 0 alors € = —w/2 > 0. et donc Ing € N tel que
Vn = ng |w, —w| < —w/2

w, <w/2 <0

D’ou la contradiction, donc w > 0. O
Proposition 5. Si (u,), .y € RY est monotone et bornée alors (uy),, .y converge.

Démonstration. Montrons-le pour (u,),,cy une suite croissante et majorée. Posons M = Sup u,, qui
neN
existe car la suite est majorée. Soit € > 0, par définition de la borne supérieure, il existe ng € N tel

que

M — € < up,
Or (up), ey est croissante donc
Vn = ny, M—e<uy, <u, <M <M+e
Et donc,
Vn > ng lu, — M| <€

[]

Corollaire 6. (Théoréme des gendarmes)
Soient (Un),en: (Vn)pen € (Wn),ey trois suites réelles. Si (un),cn €t (Wn),cn convergent vers le
méme réel | et si

Vn € N Up K Uy < W,

alors la suite (vy,), oy converge et sa limite est [.

Démonstration. Soit € > 0,

dng € N tel que Vn > nyg l—e<u,
dn; € N tel que Vn > ny w, <l+e¢
Donc,
Yn = max(ny, ng) l—e<u, <v, <w,<l+e
C’est-a-dire,
Vn = maz(nq,ng), lu, — 1] <€
O
Ezemple 7. [5]
|
=0 (k) n—-+00



Démonstration. Soit n > 2,

Donc

Ceci nous permet juste d’affirmer que (uy), .y est majorée. Or elle est également croissante donc
par la proposition 5, cette série est convergente. Pour trouver sa limite il faut aller un peu plus loin :

Yk € {2,..,n—2} (Z) > (Z) - = _72“)! — = n(n2— 1)

Donc )
=1 LA 2 2n-—3
2<24+-+) 5= T<2+—+M — 2
k=2 (k) k=0 (k, no n(n—1) noteo
Donc par le théoréme des gendarmes,
Up, —+> 2

Ezemple 8. [5]

Démonstration. Posons

“ k
n=In(u,)=>» In{1+—
v n(uy,) ;;1 n( + n2>
Or
U2
Yu > 0 u—?gln(ljtu) <u
k k2 k k
On rappelle les deux résultats suivants,
Sp_nl) g, aler)@n+
k=1 2 k=1 6
Donc,
n(n+1) I n(n+1)2n+1) n(n+1)
= - g n g =:0p
el T o o 6 ° oz



Or

lim b, = lim a, =1/2
n—+00 n—+00

Donc par le théoreme des gendarmes, v, —+> 1/2. Donc (par continuité de la fonction exponen-
n—-+oo

tielle),

u, — e'?

n—-+00

1.2 Suites adjacentes [1]

Définition 9. Deux suites réelles (u,)nen €t (Un)nen sont dites adjacentes si
1. (up)nen est croissante,
2. (vn)nen est décroissante,
3. u, <w, Vn € Net

4. lim (u, —vyp) = 0.

Corollaire 10. Si (up)nen €t (Un)nen sont deuz suites adjacentes, alors elles sont toutes deux
convergentes et convergent vers la méme limite.

Démonstration. Pour tout n € N, on a
Uy < Uy < U <V

d’apres le troisiéme point de la définition, la croissance de (u,)nen €t la décroissance de (v,)nen-
Donc les suites (u,)nen €t (Un)nen sont monotones et bornées donc convergent d’apres la propriété
5.

Supposons que les limites soient différentes, on note [ la limite de (u,)nen et " celle de (v, )pen. On
pose € = ”:1—” > ( car les limites sont supposées différentes, alors il existe ny,ng, n3 € N tels que

Vn > ny, |u, =1 <e
Vn > ng, |uv, —1U'| <e,

Vn > ng, |u, — v, <,

(car lim (u, —v,) = 0). Alors pour tout n > max(ny, ns, n3) les 3 inégalités sont vérifiées et on a
donc 3
=1 < |l = up| + |ty — vp] + |0, = 1'| < 3e= Z“_l/’

ce qui est absurde. Les deux suites convergent donc vers la méme limite. O]



Ezemple 11. (Suites arithmético-géométriques)
Les suites réelles (u,,)nen et (v, )neny définies par

Uy + Uy,

Un41 = T et Un41 = A/ UnUnp,

et 0 < vy < ug sont adjacentes.

Démonstration. Par récurrence immédiate, toutes les valeurs des termes des suites (uy, )nen €t (U )nen
sont strictement positives.
De plus, pour tout n € N, v,, < u,,. En effet, pour n = 0 c¢’est 'une des hypotheses. Pour n > 1,

o Up—1 + Un—1

1 1
Up — Un = f AV Un—-1Un—1 = 5(“71—1 - 2\/ Up—1Up—1 + Un—l) = 5(\/“71—1 - \/Un—l)2 >0,

donc u,, > v,.
De plus

Up — U Unt1 U
Upyl — Up = ——"0 <0 et | car Uy = Up,
2 U, Up,

donc (uy,), est décroissante et (v, ), est croissante. Les deux suites sont presque adjacentes, dans le
sens ot il nous manque encore la propriété 4. Cependant en reprenant la démonstration du corollaire
10, les trois premiéres propriétés permettent déja d’affirmer que les deux suites convergent (mais
les limites ne sont pas a priori les mémes), notons donc [ := nh_{glo U, et I’ = nh—>nolo v,. Alors en passant

a la limite sur,

Upr1 = Un 7+ Un
2
on obtient )
[ = v 1=1.
2
Et donc finalement les deux suites sont bien adjacentes. O]

Application 12. (Critére des séries alternées)
Si (tun)nen € RY est décroissante et converge vers 0, alors

+oo
> (=) "u, converge et VneN, |Ry| <upp1 ot R, =Y (—1)Fu
n>0 k=n

Démonstration. Comme (u,), est décroissante et tend vers 0, cette suite est positive. On note
N
SN = Z (—1)kuk

k=0

la somme partielle de la série étudiée. On a



— Soni1 = San — Ugni1 < Soy, car la suite (uy,), est positive,

— Sonts — Sant1 = Ugpto — Uspes > 0 (car (uy), est décroissante) i.e. (Sa,11), est croissante,

— Sopsa — Sop = Ugpto — Uspt1 < 0 (car (uy), est décroissante) i.e. (Sa,), est décroissante,

— Sont1 — Sop = —Ugp1 — 0 quand n — oo.
Donc les deux suites (S2,)nen €t (S2,41)nen sont adjacentes et convergent donc vers la méme limite
que 'on note S, de plus Sy,11 < S < Sy, pour tout n € N.
Soit € > 0, il existe N1, Ny € N tels que

n2N1:>SQn—S§€ et n2N2:>S—Sgn+1§6

Donc Vn > max(2Ny, 2Ny + 1), |S,, — S| < ¢, i.e. (S,), converge vers S.
Comme Vn € N, Sy,11 < .5 < .5, on en déduit que

Vn € N, |Roy| =[S — San| < Son — Sont1 = Ugpi1, et

Vn € N*, |Rop—1] = |S — San-1] < Sap — Son—1 = Uap.

On a donc bien
Vn € N, |R,| < tpys-

1.3 Valeurs d’adhérence [2]

Définition 13. (Valeur d’adhérence)

Soit @ un élément de C = C U {oo} (pour les suites réelles, dans le cas de divergence en l'infini on
peut préciser le signe, on considére R = RU {£o0}). On dit que a est une valeur d’adhérence de la
suite complexe (uy,)nen, s'il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que

Ug(n) — Qa

n—-+0o0o

Proposition 14. [1] En posant X, = {uy, k > n}, l'ensemble des valeurs d’adhérence peut alors
s’écrire comme suit :
1 Xn

neN
Et est donc un fermé.

Démonstration. Soit a une valeur d’adhérence, c’est-a-dire
d¢, tel que Ve > 0 dng € N tel que Vn > ng, ‘u¢(n) — a‘ <e
Ce qui, traduit en terme de voisinage, donne :

d¢, tel que YV voisinage de a, dng € N tel que Vn > ny, Ug(n) € V.
C’est-a-dire VV voisinage de a, Ing € N tel que Vn > ny, Upn) € Xn NV, # 0



car ¢ est strictement croissante, donc ug(,) € X,,. De plus, Vn < ng, 0 # X,,, NV C X,,NV. Ce qui
précede est donc encore équivalent a :

VYV voisinage de a, Vn € N X, NV #0D
<— Vn € N a€ X,

— a€ X,
neN

]

Théoréme 15. (Bolzano- Weierstrass) [1]
De toute suite complexe bornée, on peut extraire une sous-suite qui converge (id est toute suite
bornée admet une valeur d’adhérence finie).

Démonstration. Nous allons proposer deux preuves. L'une topologique et ’autre plus pédestre mais
plus dans I'ambiance de cette lecon.

Premiére démonstration

Une généralisation de Bolzano-Weiestrass s’énonce comme suit,

Dans un espace métrique (E,d) toute partie compacte est séquentiellement compacte.

C’est-a-dire, de toute suite a valeurs dans un compact K, on peut extraire une sous suite qui converge
dans ce compact.

Lemme. Soit K un compact. Toute intersection décroissante de fermés (pour la topologie induite
sur K) non vides de K est non vide.

Démonstration. Par I'absurde, soit (F),),en une suite décroissante de fermés non vides de K telle

que
NE. =0
neN
Par compacité de K,
AN € N tel que, F,=10.

o<n<N

Les F, sont décroissants donc, (N F, = Fy, d'ou Fy = () ce qui contredit ’hypothése non vide
o<n<N

des F,. O

De ce lemme on déduit presque immédiatement le résultat. Soit (u,)n,eny une suite a valeurs

dans K alors avec la méme notation X,, = {ug, k > n}, la suite (K ﬂXin) . est bien une suite
n

décroissante de fermés non vides de K. Donc N X,, N K # () donc par la proposition 14, (u,)nen
neN
admet une valeur d’adhérence dans K.

Enfin faisons le lien avec I’énoncé initial. Soit (uy,)nen une suite complexe bornée. Il existe R > 0 tel
que (uy,)nen soit a valeurs dans la boule fermée B(0, R) centrée en 0 de rayon R, qui est un compact
de C. Donc il existe une sous-suite qui tend vers un élément de B(0, R) qui sera donc fini. Cette

8



sous-suite converge donc.

Seconde démonstration

Démontrons d’abord le cas réel.

Soit (uy,)nen une suite bornée de R. Soit ag et by deux réels, ag < by, tels que

Vn € N, ag < u, < by

Posons ¢(0) = ug € [ao; bo] et co = 2. L'intervalle [ao; bo] = [ao; co]U]co; bo] contient une infinité
de terme de la suite (u,),en. Donc deux cas distincts peuvent se présenter.

e Ou bien 'ensemble [ag; ¢p] contient une infinité de termes de la suite (u,),en. Dans ce cas nous
posons, a; = ag et by = ¢y.

e Ou bien 'ensemble [ag; ¢o] contient un nombre fini de termes de la suite (uy,)nen et donc néces-
sairement I’ensemble [cg; by] contient une infinité de termes de la suite (u,)nen. Dans ce cas nous
posons a; = ¢y et by = ¢g.

Dans tous les cas,

ap < a;p < by < by
bo—a,o
2

by —a; =

et enfin [a; b1 contient une infinité de termes de la suite (uy)nen, donc {u,, n = ¢(0)} est notam-
ment non vide. Posons en conséquence ¢(1) = inf{n > ¢(0), u, € [a1;b1]}.
En posant a nouveau c¢; = “1241’1, nous itérons alors le procédé et construisons par récurrence une

suite extraite (us(n))nen ainsi que deux suites (an)nen €t (by)nen vérifiant les propriétés suivantes,
1. (an)nen est croissante,
2. (bp)nen est décroissante,
3. a, <b, Vn € Net

bpy—1—an_ , _
4. by — ap < 2=15"=1 et donc par récurrence 0 < b, — a, < Z’OZ—”“O - 0.
n—-—+oo

Ces deux suites sont donc adjacentes et donc convergent vers un méme réel [ € (N [ay; byl.
neN
De plus

Vn € N A < Ugn) < bp.

Donc par le théoreme des gendarmes, la sous suite (ug(n))nen converge.
NB : Soit x € (N [an;by] alors Vn € Nya, < x < b, et donc x =1 ce qui correspond & démontrer le
neN

théoreme des segments emboités dans un cas particulier, l'intersection d’une suite décroissante de
segments non vides de R dont le diamétre tend vers 0, est réduite a un point.

Concluons sur ce théoreme en le démontrant dans le cas complexe. Soit (uy,)nen une suite bornée
de complexes. Posons

VneN an, = Re(uy) et bn, = Im(u,).



(tn)nen est bornée, donc (a,)nen est une suite réelle bornée. Donc par ce qui précede, il existe ¢
telle que (ag(n))nen converge. Puis (ug(n))nen étant toujours bornée, la suite (by(n))nen est une suite
réelle bornée, donc il existe ¢ telle que (bgoy(n))nen converge. (dgop(n))nen €st une suite extraite
d’une suite convergente donc converge également. Et donc finalement, (%goy(n))nen €st une suite
extraite qui converge. O

Proposition 16. Si (u,)nen posséde une unique valeur d’adhérence a (toujours dans C) alors

lim u, = a
n——+oo

Démonstration. Premier cas a < 00, alors (up)nen est bornée. (Sinon, Vp € N, Juyp) tel que
‘ud)(p)’ = p et donc ugy) njoo 00, c¢’est-a-dire oo est aussi une valeur d’adhérence, contradiction).

Procédons par I’absurde, supposons que (u,),en ne converge pas vers a. Alors
de > 0, d¢ une extractrice tels que Vn € N ‘u¢(n) — a‘ > €

La sous-suite, (ug(n))nen est bornée (car (u,)nen 1'est). Donc par le théoreme de Bolzano-Weierstrass

il existe ¢» une extractrice telle que (Ugoy(n))nen converge, notons b sa limite. Par unicité de la

valeur d’adhérence, a = b. Donc (Ugoy(n))nen converge vers a ce qui est en contradiction avec

’Ud)ow(n) — a’ > €.

Second cas, si (U )nen est réelle, a = +oo (le cas a = —oo se traite de méme) alors par 'absurde

a nouveau, supposons que (u,)nen ne tend pas vers +o0o0. Dans ce cas il existe un réel M et une

sous suite (u¢(n))n€N majorée par M. De plus la suite (u,),en est minorée (sinon —oo est une valeur

d’adhérence) et donc (ug(n))nen est bornée donc converge vers un réel b. Donc b est donc une autre

valeur d’adhérence distincte de +o00 d’ou la contradiction.

Enfin si la suite est complexe et a = 00, considérons la suite réelle des modules (v, )nen = (|tn])nen-

On a l'infini comme valeur d’adhérence de (uy,)neny donc +o0o est une valeur d’adhérence de la suite

(Un)nen-

Montrons que 400 est méme 'unique valeur d’adhérence de (v,)nen-

A nouveau par I'absurde, soit b une autre valeur d’adhérence de la suite positive (v,)nen. La valeur

b est donc un réel positif et il existe ¢ une extractrice telle que (Vg(n))nen converge vers b. La suite

extraite des modules est donc bornée et nécessairement il en est de méme pour (ug(,))nen. Ainsi

toujours par Bolzano-Weierstrass (ug(m))nen admet une valeur d’adhérence finie qui est aussi une

valeur d’adhérence de (u,)nen. Ce qui contredit I'hypotheése de départ. Finalement la suite réelle

(Un)nen admet +00 comme unique valeur d’adhérence et par ce qui précede diverge vers +o00. Donc

par définition lim u, = co O]
n—-+00

Ezemple 17. (Valeurs d’adhérence de (sin(n)),ez)

L’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,),cz définie par

Vn € Z, Uy, = sin(n)

est exactement le segment [—1;1].

10



Démonstration. 1l nous faut montrer que ’ensemble
X :={sin(n), neZ}cC[-1;1]

est dense dans [—1;1].
Posons

f:R—R
x — sin(x)
Alors, f~1(X) = Z + 2rZ. Or, admettons pour I'instant le lemme suivant,
Lemme. Soient a et b deux réels non nuls, alors

aZ + bZ est dense dans R = a/b ¢ Q.

Alors, 27 étant irrationnel, f~1(X) est dense dans R.
Soient a < b deux éléments de [—1;1]. On a :

£ (bl ) X) = £ (asb)) () £7H(X).
Or f est continue donc f~'(Ja;b[) est un ouvert de R, de plus |a;b[C [~1;1] = Im(f). Donc
f7*(Ja; b)) est non vide. Enfin f~1(X) est dense dans R donc
F70aso) () F7HX) #0
= Jab[[) X #0
= X est dense dans [—1;1]

Démontrons maintenant le lemme précédent. D’abord un rappel,
Soit G un sous groupe de (R,+). Alors deux cas se présentent
e ou bien G est dense dans R
e ou bien il existe m > 0 tel que G = mZ.
Démontrons la négation du lemme,

aZ + bZ n’est pas dense dans R (c’est-a-dire de la forme mZ) — a/be Q.

Démonstration. Si G := aZ + bZ n’est pas dense dans R alors il existe m > 0 tel que G = mZ. Les
réels a et b sont deux éléments de G donc il existe k et k' deux éléments non nuls de Z tel que

a=km b=Fkm.

Alors
a/b= k’/k:’ cQ

11



Réciproquement, si a/b € Q, alors,

aZ+bZ:b<Z+ZZ> :b<Z+pZ>
q

avec p, ¢ dans Z, non nuls et premiers entre eux. Donc, par I'identité de Bezout, il existe u et v dans
Z tels que
qu + pv=1

et donce
ql+ pZ. = 7

D’ou finalement b b
aZ + b2 = - (qZ + pZ) = -7
q q

1.4 Les suites de Cauchy [1]

Définition 18. Une suite complexe (uy,), est dite de Cauchy si
Ve>0, dngeN telque Vp>qg>ng, |u,—uy <e

Exemple 19. L’ensemble des nombres réels R se construit grace aux suites de Cauchy de Q. On
définit une relation d’équivalence, notée ~, sur les suites de Cauchy de Q par (u,), ~ (vp)n <

Up —Un — 0. Alors R est égal au quotient de ’ensemble des suites de Cauchy de Q par la relation

d’équivalence ~.
Proposition 20. Soit (u,),en une suite réelle.
(Up)nen est de Cauchy < (uy)nen converge

i.e. R est complet.

Démonstration. Le sens direct
(Un)nen est de Cauchy = (u,)nen converge

est vrai dans tout espace métrique. Si (u,), converge vers a, pour tout € > 0, il existe ny € N tel
que pour tout n = ng, |u, —a| < e. Donc

Yn = m = ng [ty — U | < U, — a] + @ — | < 2€
Démontrons maintenant la réciproque

(tn)nen converge = (uy)nen est de Cauchy.

12



Cette réciproque définit les espaces complets. Soit (uy,),en une suite réelle de Cauchy. Soit € > 0
fixé, il existe ny € N tel que pour tout p,q > ng, |u, — u,| < e. Donc en particulier Vp > ny,

|up| < |up — Uny | + |tn,|
< €+ [tngl-

Et donc pour tout n € N, on a

‘unl < max(glgsoi |Un‘7€ + |U’n0|)7

i.e. (up), est bornée et donc par Bolzano-Weiertrass, on peut en extraire une sous-suite convergente,
Up(n) — a. Donc il existe ny tel que pour tout n > ny, |ugm) — a] < €. On a donc, pour tout
n > max(ng, ny),

un — al < |un — ugm)| + |ugm) —al < 2e car  ¢(n) > n > max(ng,n1).
Donc la suite (u,), est convergente. O
Application 21. Toute série réelle absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit >, <o u, une série réelle absolument convergente. On note

n

n
Sp=> u et S, = |ul
k=0 k=0
Soit € > 0, comme (S'n est convergente, elle est de Cauchy, donc il existe N € N tel que pour tout

Sn)n
m>n>N,S, —S, <e Or

1S — Sl = [tnsr 4+ o+ ]
< Jtnga| + o+ [t
5,5,
<e.

Donc (S,), est de Cauchy et donc converge. O

Proposition 22. C est complet.

Démonstration. Si une suite complexe (u,), est de Cauchy, alors la suite des parties imaginaires
(Im(uy))n et la suite des parties réelles (Re(uy,)),, sont deux suites réelles de Cauchy donc convergent,
et donc (u,), converge dans C, i.e. C est complet. O

13



1.5 La limite supérieure et la limite inférieure [2]

Définition 23. (limsup et liminf)
Pour une suite réelle (u,)nen on définit et on note les éléments de R,

limu,, := limsupuy = inf supuy

n=Pp>n neNg>np
et limu,, := lim infu;, = supinfuy
n—ook>n neNk2n

On note que la suite (supuy),en (respectivement ( %nf Uk )nen), & valeurs dans R, est décroissante
k>n 2n

(respectivement croissante) et donc converge vers un réel si elle est majorée dans R (respectivement

minorée) ou diverge vers +oo (respectivement vers —oo) sinon. Dans tous les cas la limite existe
bien dans R.

Proposition 24. La limu,, (respectivement la limu,, ) est la plus grande (respectivement petite) des
valeurs d’adhérence de la suite (uy,)nen-

Démonstration. Démontrons la proposition pour la lim sup.

(i) La limu, est une valeur d’adhérence.

Premier cas, la suite réelle (u,),en est majorée. Alors construisons I'extractrice ¢ par récurrence,
¢(n + 1) a partir de ¢(n) de la maniere suivante. La suite (u,)nen est majorée donc

sup  ugx < +00.
k=¢p(n)+1

Ainsi par définition de la borne supérieure, pour € = 1/n il existe ¢p(n + 1) > ¢(n) tel que

Up(n+1) — SUP Uk < —.
k=¢(n)+1 n
C’est-a-dire,
1 1
sup  up — — < Ugp(nt1) < SUp ux + —.
k>¢(n)+1 n k>¢(n)+1 n

Par passage a la limite, g, —+> limw,. Or la suite (Ug(n) )nen est bien une suite extraite de la
n—-+0oo

suite (uy,)nen donc converge vers une valeur d’adhérence. D’ou le fait que la limu, soit une valeur
d’adhérence.
Second cas, la suite réelle (u,),eny n'est pas majorée ce qui est équivalent a dire que +o0o est une

valeur d’adhérence. De 'autre c6té nous avons bien Vn € N supuy = +00.
k>n

(ii) Toutes les valeurs d’adhérence sont majorées par la limu,,.
Soient a une valeur d’adhérence de la suite (un)nen €t (Ug(n))nen Une sous-suite tendant vers a.

VYn €N SUP U = Ug(n)-
k=¢(n)
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Donc par passage a la limte,

limu,, > a.
n
Par la proposition 16, on en déduit le corollaire suivant.
Corollaire 25. Soit (uy,),en une suite réelle.
Si limu, = limu, =a € R alors u, — a
n—oo
Application 26. (Les suites sous-additives)
Soit (uy)nen une suite réelle.
. Un, . U,
Si Vn,m >0 Untm < Up + Uy, alors — — inf ()
n n—+oo neN n
Démonstration. Avant tout notons a,L et [ les trois éléments de R suivants
. o Un T .
a = inf — L .= limu, [ .= limu,,.
n=zln
D’apres la proposition précédente, il suffit de montrer que
l>a> L. (1)

La premiere inégalité est immédiate du fait de la définition de a :

> > > — | =a.
L b i >l (52) =
Donc quand £ — 400

[ > a.

L’autre inégalité demande un peu plus de travail. Soit m € N* fixé. Alors Vn € N la division
euclidienne de n par m donne deux entiers ¢q(n) et r(n) tels que

n=q(n)m+r(n) avec 0 < r(n) < m.

De plus montrons que
V(p,q) € (N*)? Upg < Plig.

En fixant ¢, on effectue une récurrence sur p. Pour p = 1 I'inégalité est méme une égalité. Supposons
le résultat vrai pour p. Alors ugpy 1) < Upg + Ug < PUg + ug = (p + 1)u,.
Donc on en déduit
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Or ¢q(n) = %(”) donc @ =1 7;5:3 < L (en fait on a méme nLiIqu(?:L) = 1). Donc
u u m
— <=+ —u Vn € N*
n m n
u u m
inf (”) <=4 —uy Vk € N*
n=k \ n m k
u
L< 2 Vm € N*
m
L<a
Ainsi (1) est prouvé et par la proposition précédente,
u
— — a
n mn—-+oo

]

Application 27. SiT est un opérateur borné dans un Banach alors la suite (HT"Hl/n) oy Converge.

Démonstration. Considérons la suite (u,),en définie par Vn € N u, = ||T™]|. Cette suite n’est
pas une suite sous-additive mais sous-multiplicative. En effet

Vn,m €N Ungm = [T < T[T = wntim.

Nous nous replagons dans le cadre précédent en passant au logarithme. En effet on peut supposer
les termes de la suite strictement positifs. Sinon, s’il existe ny € N tel que u,, = 0, alors T est
lopérateur nul et donc Vn = ng, T" = T" "0 o T™ = 0 c’est-a-dire la suite (u,),en est nulle & partir
du rang ng et le résultat est immédiat. Ceci dit nous pouvons passer au logarithme et poser

Vn e N vp = In(uy,).

Et cette fois la suite (vy,),en est bien sous-additive. Donc
Un . UTL
— — inf ( )
n n—+o0o neN
In(ul/™) — inf (ln(u}/”))

n—+o0o neN

1/n : 1/n
U " = exp (mf (ln(un )))
par continuité de I'exponentielle.
1/n : 1/n
" o g ()
car I'exponentielle est strictement croissante et continue.
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2 Applications aux fonctions continues

2.1 Caractérisation séquentielle [1]

Proposition 28. La continuité de la fonction f : C — C en a € C est équivalente au fait que pour
toute suite réelle (uy,), convergeant vers a, la suite (f(uy)), converge vers f(a).

Démonstration. — Supposons que f : C — C soit continue en a. Soit € > 0, par continuité de
f, il existe 6 > 0 tel que |z —a| < 0 = |f(x) — f(a)| < €. Soit (u,), une suite complexe
convergeant vers a, alors il existe ng tel que pour tout n < ng |u, — al < §. Donc pour tout
n < ng, |f(u,) — f(a)] < eid est (f(un)), converge vers f(a).

— Supposons que pour toute suite complexe (u,), tendant vers a, on ait f(u,) — f(a) quand
n — 0o. Supposons par I’absurde que f ne soit pas continue en a. Alors

Jde>0, V6>0, JxeC, |zr—a|<d et |[f(z)— fla)]>e

En particulier si on choisit § = %, on construit ainsi une suite (z,), telle que pour tout n € N,

1
ra—al <+ et [f{a) ~ fla)] 2 €
La premiére condition donne que x,, — a quand n — 0o, et donc par hypothese f(x,) — f(a)
ce qui est en contradiction avec la deuxieme condition. Donc f est continue en a.

]

Ezxemple 29.
1

mr—l—g

1
Sioowu, = alors  sin (> = (="
un
Et donc la fonction x — sin(--) n’est pas prolongeable par continuité en 0, car sinon comme (uy,),

converge vers 0, la suite (sin(--)), devrait étre convergente, ce qui est faux.
n

8 =

2.2 Les suites récurrentes u,1 = f(u,) [1]

Dans cette section, nous considérons un fermé K de C, une application f : K — K et une suite
complexe définie par récurrence par la donnée de ug dans K et par la relation u, 11 = f(uy).
La suite (u,),en est bien définie et a valeurs dans K. Par récurrence, on suppose que la suite
est bien définie et a valeurs dans K jusqu’au rang n. Alors f(u,) existe, u,y; est bien défini et
un+1 € f(K) C K.

Proposition 30. Supposons f continue alors

up — 1 = f) =L

n—-+o0o
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Démonstration. L’ensemble K étant fermé, [ appartient a K. Donc en passant simplement a la

limite sur la relation de récurrence, | = lim u,y; = lim f(u,) = f < lim w, | = f(l) car f est
n—+oo n—-+o0o n——+oo

continue.

Remarque 31. Le fait qu’une fonction continue f admette un point fixe n’implique pas a priori
qu’une suite définie par récurrence a partir de f converge.

Exemples : La fonction carrée sur R,

f: 10; +-00[ —]0; +o0

T x?
admet un unique point fixe en z = 1. Pourtant, pour toute suite définie par
ug > 1 et Upi1] = ui,

la suite diverge
U, — —+00.

n—+o00

Mieux (I'infini peut étre vu comme un point fixe particulier), la fonction donnant 'opposé sur R,

g: R—R
T -

admet pour unique point fixe x = 0. Et pourtant, pour toute suite définie par
ug € R* et Upy1 = —Up,

la suite diverge ayant deux valeurs d’adhérence distinctes, ug et —uy.

Théoréme 32. (Banach-Picard)
Supposons [ contractante, alors Yuy € K, la suite complexe (up)nen définie par un,y1 = f(uy)
converge vers l'unique point fize de f.

Démonstration. 1) Montrons que la suite (u,),en est convergente.
Soit 7 > 1, du fait que f soit contractante,

lujer — ui| = | f(wy) — fluj1)] < kluy —ujma] < oo <K Jug — ol

Donc pour p > ¢, deux entiers strictement positifs,

p—1 p—1 p_q-l T k1
lup — ugl <D Jujir —uy| <D K Jur —wo) = kT Jur —uo| D K <k |ug —uo| DK = - lur — uo
Jj=q Jj=q j=0 j=0
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car 0 < k£ < 1. Or lim (ﬁ

qg——+o00

% Uy —u0|> = 0. Donc Ve > 0, il existe ng € N tel que Vn > ny,
% |u; — ug| < e. Et donc Vp > ¢ = no,
|up — ug| <€

Donc (uy)nen est une suite de Cauchy complexe donc converge dans C. Or (uy,)nen est a valeurs
dans K qui est un fermé de C donc (uy,)nen converge dans K, il existe a € K tel que

U, — a.

n—+00

2)Sa limite a est un point fixe de f.

En effet f est contractante et donc continue sur K. D’ou par la proposition 30, f(a) = a id est a
est un point fixe de f.

3)Le point fixe a est unique.

Soit b un autre point fixe de f, alors

o =0 = [f(a) = fF(O)] < Kfa—0].

Et le fait que £ < 1 implique immédiatement que a = b.
Remarque : On a également une majoration de la vitesse de convergence de (uy)nen vETs a indépen-
dante du point a. Nous avions ¥Vp > q,

L4

fk|U1—UO|.

|up_uq| < 1

Donc quand p — 400,
k4
1—k

lug —al < luy — ug] .

]

Proposition 33. Dans R, (K un fermé de R) si la fonction f est croissante alors la suite (uy,)nen
(a valeurs dans K donc réelle) est monotone plus précisément croissante si uy = uqg et décroissante
ST U1 < Up.

Démonstration. Si u; = ug, par récurrence montrons que (u,)nen est croissante. Le rang n = 1 est
vérifié par hypothese. Supposons u,, = w,,_1 alors par croissance de f, u,11 = f(u,) = f(un_1) = up.
Le cas u; < ug se traite aussi facilement. O

Ezemple 34. Sur RT, la fonction

f: [0; +00[ = [0; +o0]
T
H
1+x
est croissante (car la racine carrée et g : z — 1 le sont, ¢'(z) = a jx)Q) et bornée (minorée par 0

et majorée par 1). Donc la suite (uy,),en €st monotone et bornée donc converge.
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Définition 35. (Les suites homographiques)
Soient a, b, ¢ et d quatre complexes tels que ad — bc # 0. On définit alors (lorsque c’est possible, id
est u, # —d/c, Yn € N) la suite complexe (uy,)en par récurrence,

al, + b
cuy, +d

Unp+1 =

Une telle suite est appelée suite homographique.

Proposition 36. Posons
(E) cx® — (a—d)x —b=0.

e Si (E) a deuz racines distinctes v et 3, alors

Up — ug — « . a— ac
Vn e N = k" k= .
! e AT B
e Si (E) a une racine double v alors
1 1
¥n € N — +hn odk=——.
Up — @ Ug — a— ac

Démonstration. Un peu de calculs... Notons pour commencer que « est une solution de (E) si et

seulement si « est un point fixe,
ac+b

ca+d
e Si (E) a deux racines distinctes a et 3, alors Vn € N

aun+b _ aa+b
Uptl — X oy 3d ca+d

_ B auntb _ aB+b
Un+1 6 cun+d cB+d

(aca + ad — acoe — be)u,, + bea + bd — ado — bd
(cuy, + d)(ca + d)
) (cun + d)(cB + d)
(acB 4+ ad — acP — be)u, + bef + bd — adfp — bd
[(ad — be)u, — (ad — be)a] (¢ + d)
[(ad — be)u, — (ad — be) 5] (ca + d)
cB+d  u,—« Uy — QU g Uo — O
ey Rebvasny: Sakivssny; Eatt el vy

e Le second point est un peu plus délicat. Si (E) a une racine double «, alors d’une part nous
avons,

1 1 (cuy + d)(ca + d) cup+d _ ca+td

Upp1 — %—ggis ~ (aca + ad — aca — be)u, + bea 4+ bd — adae — bd — u, —a ~ ad — be’
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Or ici a est racine double de cz? — (a — d)x — b = 0. On peut donc l'exprimer ainsi,

a—d
2¢

o =

Donc
1 cup,+d a—d+2d cu,+d a+d
= X = X (2)

Uppr — @ up,—a  2(ad—0bc)  u,—a  2(ad—be)

D’autre part,

1 1 c a— ca+ cu, — cx cu, — 2co + a

Up — Qv Uy —  a—ca  (u, —a)la——ca)  (u, —a)(a—ca)
En prenant la valeur de «,

1 Gk cup, —a+d+a x2—cu"_d>< 2 3)
Uy — (U — @)(2a — a +d) U, —a  a+d

Or la racine étant double, son discriminant est nul,

A = (a — d)* + 4bc = 0.

Donc,
at+d 2 2 a+d Q—ad—kbc
2(ad —bc) a+d  (a+d)(ad — bc) 2
_ 2 Xa2—|—2ad+d2—4ad—l—4bc
~ (a+d)(ad — bc) 4
B 2 Xa2—2ad+d2+4bc_ 2 xé—O
~ (a+d)(ad — bc) 4 ~(a+d)(ad—bc) " 4 T
Ainsi,
at+d 2
2(ad —bc)  a+d
En multipliant de chaque c6té par i“:—:j nous obtenons finalement par (2) et (3),
1 1 1
= +k=..= + k(n+1).
Upt1 — Q@ Uy — Q Uy — Qv
0
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Théoréme 37. (Méthode de Newton)[Développement n°1] [3]
Soit f : [c,d] = R une fonction de classe €2, on suppose ¢ < d, f(c) <0< f(d) et f'(x) > 0 pour
tout x € [c,d]. On considére la suite récurrente,

Vn >0 Tni1 = F(z,), avec F(z) =z —

Alors en notant a l'unique valeur d’annulation de la fonction f, on a :

(i) 2
3C >0, Vvne N T4 —a| < Clz,, —al”.

(convergence d’ordre 2) pour xo suffisamment proche de a.

(ii) Si de plus Yz € [c,d] f"(z) > 0, alors

f"(a)

— ~ 2
Tpt1 — Q oo 2fl(a)

(xn —a) pour Ty > a.

Démonstration. (i) La fonction f est continue et strictement croissante sur [c,d] (car f' > 0). De
plus f(¢) < 0 < f(d), donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule en un unique

point a €]c,d|. Ainsi pour ce point F(a) =a et F'(a) =1 — W = 0.
Soit = € [c, d],

f(x) = f(a)

Flx)—a=x—a— car f(a) =0
(@) o) (a)
_ fla) — f(z) — (o — ) f'(x)
f'(z)
Or par la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre 2,
/ (CL — x)Q "
Jz. €z, af ou Ja, z[ tel que fla) = f(@) + (a =) f(2) + ——f"(z)
Et on obtient donc,
(a — ) f"(2)
F(r)—a= 4
On pose
max | f”
el
2min | f’
nin |
qui existe bien grace aux hypotheses, et donc,
YV € [c,d], |F(z) —a| < Clz—al’.

22



Soit 0 < a < 1/C tel que l'intervalle I = [a — «, a + «] soit contenu dans [c, d], alors,
sizel |F(z) —a|l < Ca® < a.

Donc F(x) € I id est I est stable par F'. Ainsi, si xy € I, pour tout n € N, z, € I et
|Zpi1 —a| = |F(x,) —a| < Oz, —al”.

Ce qui démontre (i). On en déduit directement que

Cla, —al < (Clzg —a))?” < (Ca)*” - 0 car Cav > 1.

Et la convergence de z,, vers a est dite d’ordre 2.

(ii) On suppose désormais que f” > 0 sur [c,d] (f strictement convexe sur [c,d]).

Montrons que l'intervalle [a, d] est stable par F. Soit a < x < d. Par hypotheése f'(x) > 0 et par
croissance de f, f(x) > f(a) = 0. Do,

P)=a =L <o < ?
De plus par (4), 2 1
Pla)—a= @22 )

2 f(z)

Donc [a,d] est bien stable par F' et donc pour a < 2y < d, z, €|a,d], Vn € N. De plus par (5)
(n)nen est strictement décroissante. (On notera que si xy = a la suite (z,),en est constante égale
aa.)

Donc la suite (x,,),en converge, nécessairement sa limite [ est un point fixe de F' (cf proposition 30)
idest F(l) =1— J{,((ll)) et donc f(I) =0, [ = a. (x,)nen convergeant vers a, Ing € N tel que Yn > ny,
x, € I (voir (i)). On a donc une convergence quadratique,

O<xn—a<0(mn—a)2.

Enfin par (4) :
Top1—a  ["(z)
(zn —a)? N 2f" ()
ou z, désigne le terme z,, provenant de la formule de Taylor a l'ordre 2 en a et x,,. On a

a <z, < xp donc par le théoreme des gendarmes Zn n:go a.
Donc,
Tpi1 — @ f"(a)
(T4 — @)? n=to0 2f'(a)
Ainsi
["(a)

2
Tt =@ i) T
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Ezemple 38. On peut approcher le nombre d’or M, en considérant la fonction f(z) =2? —z —1

2
sur [1,2].

Démonstration. f vérifie les hypotheses du théoréeme 37 :
fest € f1))=-1<0<f(2) =1, Vzell,2], f'(z)=2x—12> 1. De plus, Vx € [1,2],
max| f"|
f"(x) = 2. Et donc C = Q[i;i]nl 1= 1. Ainsi il suffit de prendre 0 < v < 1 et de considérer I'intervalle
]

C,

I =]1,2[. Alors pour tout xy € I, la suite (z,),en converge vers I'unique zéro de f sur [1,2], 12—\/5

avec une vitesse quadratique. O

2.3 Les suites équiréparties [4]

Définition 39. Une suite (uy,), € [0, 1] est équirépartie si pour tout a, b tels que 0 < a < b < 1,

Xn(a,b)

— b—a ou X,(a,b)=Card{ke{l,...,n}, u€ la,b}

Théoréme 40. Critére de Weyl[Développement 2/
Soit (uy)n une suite a valeur dans [0,1]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (uy), est équirépartie,

2. pour toute fonction continue f:[0,1] = R, on a

;kzn:lf(uk) — /01 f®)dt quand n — oo,

3. pour tout p € N*,

1 & .,
— Z 2™ 5 () quand n — 00
)

Démonstration. 1. Montrons dans un premier temps que 1 implique 2 :
on peut remarquer que pour tout couple (a,b), Xy,(a,b) = >3 144 (ur). Ainsi le 2 est vrai
pour les indicatrices de segment par définition d’une suite équirépartie.
On en déduit par linéarité que cette propriété est vraie pour toute fonction en escalier.
Montrons maintenant qu’elle est vraie pour toute fonction continue. Soit f : [0,1] — R
continue. Par densité uniforme des fonctions en escalier dans les fonctions continues de [0, 1],
il existe une suite de fonctions en escalier (f,)yen telle que || f — f,[| ., — 0. On a donc

> )~ | f0] < 231t~ o) + 23 o) = [ tona] + [ 15,0~ s a
<7 = b [ 32 lw) = [ 500+ 17 = Sl
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Ly folu) — fo fp(t)dt‘ — 0. Ainsi pour tout p € N,

quk / f(t)dt

n,4

Or comme f, est en escalier,

lim
n—oo

fLe. 250 f(ux) — Jy f(t)dt. On a donc fini de montrer la premicre implication.

. Montrons maintenant que 2 implique 1 :

une fonction caractéristique x;, d'un segment I # [0, 1] présente au moins une discontinuité
donc ne peut pas étre obtenue comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues.
En fait on n’a pas besoin d’une approximation uniforme, il va suffire d’encadrer x; par deux
suites de fonctions continues affines par morceaux qui convergent vers x; au sens de la norme
intégrale. Prenons pour commencer un segment [ = [a,b] avec 0 < a < b < 1. On considere
les suites de fonctions continues (p,)yen et (Wp)pen définies pour p suffisamment grand par les
figures suivantes :

Ainsi @y est nulle sur les segment [0, a| et [b, 1] et vaut 1 sur le segment [a + ;1), b— I%] et est
affine sur les 2 segments qui restent. On observe que pour tout p assez grand

(pp S X1 qup

Il en résulte que pour tout n > 1,

729019 (uk) Z (uk)-

Or par hypothese, nh_}rroloi S oplug) = Jyop=b—a— 5 et lim,,_,o % S W) = ¥, =
b—a+ 217. Donc

< Kalo)

3\’—‘

lim Xn(a’a b)

n—o0 n

=b—a.

On peut adapter cette méthode dans le cas ot a = 0 ou b = 1.
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3. Montrons que 2 implique 3 :
cette implication se démontre facilement car la fonction f, : & — e*™% est continue pour
tout p € N*, et donc d’apres 2, on a

227rpx 1
=0.
/ Jo= l 2imp ]
4. Montrons pour finir que 3 implique 2 :
on a, pour tout z € R, pour tout p € N, e*™* = cos(2npz) + isin(2wpx). Par linéarité, on
a la propriété 2 pour tout polynéme trigonométrique du type = — ag + >_j_; ax cos(2kmz) +
> oy brsin(2kmzx). D’apres le théoreme de Weirstrass trigonométrique, toute fonction continue
f=10,1] — R vérifiant f(0) = f(1) est limite uniforme d’une suite de polynémes trigonomé-
triques de ce type. On en déduit donc que 2 est vérifiée pour de telles fonctions continues.

Si maintenant f est continue mais ne vérifie pas la condition f(0) = f(1), on encadre f par
deux fonctions comme sur le dessin ci-dessous

Comme ¥,(0) = ¥,(1) = f(1) et ¢,(0) = ¢,(1) = f(0), on sait que 2 est vérifié pour ces
fonctions, i.e. £ 0 W (uy) — fol‘l’ (t)dt et L7 pp(ur) — Jy p(t)dt quand n — oo.
Or pour p assez grand,

ol2) < f(x) <W(z) Ve [0,1].

/1 t)dt n:éo/ () ot /Olwp(t)dt — /Olf(t)dt.

On obtient donc bien L .
= fw) = [

k=1

De plus

et la propriété est donc vérifiée.
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Ezemple 41. Si 25 € R et § € R\Q,
alors la suite (29 4 n — [zg + nb]), o est équirepartie (avec || la partie entiere).
NB : on dit aussi que la suite (o + nl)nen est équirépartie modulo 1.

Démonstration. Montrons que la suite (up)nen 1= (20 4+ 10 — [z + nb]), o Vérifie Iassertion 3 du
critere de Weyl. Soit p € N* et n € N,
0
1 Zn: 62“'?1% _ e2impuo z”: (€2i7rp9)k

k=0 no 1o

car e?mlzotn0l — 1 De plus § € R\Q, donc *™ £ 1 et

1 zn: — e2impuo 1 _ e2i7rpc9(n+1)
—>Y e = ,
n = n 1 — e2impd
D’ou
1 &, 1 2
Ainsi pour tout p € N*,
n
l Z 62i7rpuk 0
= notee
et par le critere de Weyl la suite est équirépartie. ]

3 Comportements asymptotiques

3.1 Sommation des équivalents [1]

Théoreme 42. Soient Y, u, ety., v, deuz séries dont les termes généraux sont positifs et vérifient,

U ~
T otoo T

Alors

(7) > ", converge = > v, converge.

n n

—+o0 “+o00
Et méme Vg o~ Ug.
D D D D"

(i1) > u, diverge = > v, diverge.

n—-+o0o

n n
Et méme, Z Vo~ Z Uy,
k=0 k=0
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Démonstration. e (i) Supposons que u, converge. L’équivalence u,, ~ v, se traduit en terme
n n n n

n—+o00

d’epsilons de la sorte,
Ve > 0, dng € N, tel que Vn > ny, [y, — vp| < €|un| = euy,.

C’est-a-dire,
(1 —€)u, < v, < (14 €)uy. (6)

Notamment pour € = 1, dny € N tel que Vn > nq,

< 2u,,.
En sommant cette inégalité,
n n +oo
Vn = nq, ka<22uk< 2Zuk.
k=ng k=ng =

———
<400 et indépendant de n

La suite (3, Un)nen qui est croissante (la suite (v,)neny est positive) est aussi majorée et donc
converge. Et méme, en sommant (6) entre n + 1 et p,

P
VYn>ng, Vp=>n+1 (1 —c¢) Zuk ka (1+e€) Zuk

k=n+1 k=n+1 k=n+1
Puis lorsque p — 400,
“+o0 “+o00 “+o00
Ve > 0, dng € N, tel que Vn > ny, (1—¢) Z up < Z e < (14¢€) Z .
k=n+1 k=n+1 k=n+1

C’est-a-dire,

—+00 —+00
E Vi E Uk .
n—+4o0o
k=n+1 k=n+1

e (ii) Supposons que Y, u,, diverge alors Y, v, diverge. Sinon, en appliquant (i) a },, v,, on obtient
que Y, u, converge. Les deux séries étant croissantes (les termes sont positifs) elles divergent donc
vers +o00. L’équivalence entre (u,)nen €t (vn)neny nOus apporte toujours que, pour € > 0, Ing € N,
tel que Vn > ny,

[un, — vy] <€ ]un] = €eu,

Z ]uk—vk|<ez

k=no k=ng
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Ainsi

n no—1
Vn = no, > vl < Z |up — vg| + Z |[up — g
k=0 k=ng
no—1
Z lug — vg| + € Z lug] -
k=ng
n
Or Y0, lux e 400, donc
dn, € N, tel que Vn > nq, Z lug| = o' luk = v )
k=ng €

Et donc,

Vn = max(ng, ny),

\26 Z ]uk] QEZ’UM

k=ng

n
— Z Vg
k=0

D’ou finalement,

ek

n+oo
]

Application 43. On note, H, = >";_, % la série harmonique. On peut en donner son développement
asymptotique,

1 1 1
Hy = W) +y+o- -5+ (n?)

avec vy une constante appelée constante d’Euler.

Démonstration. L’équivalent

Posons,
n+1 1 1 1
un:ln( >:1n<1—|—) = —|—0<>.
n n/) n-+oo n n

Donc par le théoréme précédent, de sommation des équivalents, Y, u, et H, ont méme nature. Or

n—-+00

> uy Z (In(k+1) —In(k)) =In(n+1) — +o0.
k=1 k=1

Donc }°,, u, et H, divergent, et méme,

D’ou,



L’ordre 1
En conséquence, considérons désormais la suite Vn > 1, v, = H, —In(n), et pour simplifier un peu
la suite, prenons vy = 0. Alors Vn > 1,

1 | <n+1) 1 | <1+1) 1<1+1>—1 1Jr 1 N (1>
Uptl — Up = —In = —In —)=- ——+4+—+40|—
+ n+1 n n+1 n n n n  2n? n?
~ (e (G) —arae e ()
n n © n n  2n? © n2

1 1+ <1> 1+ 1 n <1>
= —4ol—=)|—-——+—+40—=
n n? n? n = 2n? n?

Donc a nouveau par le théoreme de sommation des équivalents (appliqué a —(v, 11 — v,) pour se
ramener & des termes positifs), la série >, (v, 41 — v,) converge. Notons v sa limite et donc,

n—1
Uy = Z(ka — ) —> 7.
=0 n—-+oo
Et méme,
+o00 n—1
YT Un = Z(Uk—l—l — V) — Z(Uk+1 — V)
k=0 k=0
+o00o
= Z(Uk+1 — k)
k=n
-1 1
e D 2R
k=n
—1
n—+oo 21,

(Ce résultat se démontre classiquement par comparaison série-intégrale.)

-1
—H,+1 ~
g +(n) o~ o
= H In(n) +~v + ! + (1)
n = In(n —4o|—].
n—+00 " 2n n

L’ordre 2
Pour obtenir l'ordre suivant, il suffit de recommencer le procédé en posant Vn > 1, w, = H, —
In(n) —~v — %, et wy = 0. Alors, on reprend le calcul d’équivalent du terme général en allant a
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I’ordre suivant Vn > 1,

1 | (1 n 1) 1 . 1
Wyl — Wy = —In —) -+ —
H n+1 2(n+1) 2n
_1<1+1)—1 1Jr 1 1 o <1> 1(1+1>_1+
n n 2n 3n3 n3 2n n 2n
-5 (- ++<)> w50
2 ¢ 2n2 30 O\ e
1 < ) 1 1 n ( 1 )
n 2n2 2n3 2n2 30 " O\ 3
1 1 L b 1 . ( ) 1 . 1 1 Yo ( 1 )
Ton o2n2 o O\ on ' 202 3n3 n3
— >0 de signe constant et sommable.
ntoo 613
Or
+o0o
k;(wm —wy) = lm wyyy —wy = —w,
car,
1 1
wP:HP_ln(p)_’y_%neioo()(p) .
Donc par le théoreme de sommation des équivalents
1 =1 1
—w, =—H, —1 —y—=— ~ — o~ —
v ( n(n) =7 2n> 2 oo 2 G 0 Yoo T2

D’ou finalement,

3.2 Formule de Stirling [1]

Lemme. Il y a équivalence entre les deux propriétés suivantes :
1.

Z (Uny1 — up) converge,
n

(Up)nen  converyge.

Démonstration. En effet, si 3, (uny1 — u,) converge, alors u, = ug + Sp—p (upi1 — ux) converge.
Et inversement, si (u,), converge, alors S-370 (ugy1 — ug) = u, — ug converge. O
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Lemme (Formule de Wallis).

1. Expression explicite de I, :
Pour tout n > 2,

— sin" ! (x) cos(x)};; + /0g (n — 1) cos®(z)sin" ?(z)dx et [— sin” () cos.(ac)}o2 =0

n—1)I,—2 — 1),

[n:n—l

I, .

Or Iy = % et I; = [cos(z)]§ = 1. On obtient donc par itération, pour tout p € N* :

2p—1)(2p—3)...1
Izp:(p J2p—3)..1 =
2p(2p —2)..2 2
2p(2p — 2)...2

Lypi1 = .
P 2p+1)(2p—1)..1

2. Conclusion :
Comme pour tout z € [0, g} , 0 <sin(x) <1, on a pour tout p € N*, pour tout x € {O, g},

0 < sin®*!(x) < sin®(x) < sin?(z) < 1.
En intégrant cette expression, on obtient alors : pour tout
peN', 0< I <1y <l 1 <1

et donc I I 5 .
1< 222 <22l Pt — 1 quand p— oc.
Iopi1 Iypiq 2p
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On a donc

I

lim —2% =1,

p—00 ]2 11

et donc également

[2p+1

plﬁrgo L =1

or L _ ( 2p(2p — 2)..2 )2 L2
Iy, (2p—1)(2p—3)...1 T(2p+1)

et on obtient donc bien le résultat voulu.

Proposition 44 (Formule de Stirling).

n! ~\2mn <n> .
e

Démonstration. On va montrer dans un premier temps que

wnia()

n
et on déterminera ensuite la constante k£ & 'aide de la formule de Wallis.

1. On introduit la suite définie par
n /n\"
un:\/_() , Vn e N",
n! \e

et on pose

v, = log (u"H) , Vn e N

n

1\"*2
v, = log ((n;— ) e_1>
1 1
=—-1+ (n+2>10g (1—1—)
n

1+( 1)(1 1 n 1 i (1
= — n+-||—-——+—+0(—
2)\n 2n? 3n3 n3




Donc
1

12n%

Donc d’apres le théoreme de sommation des équivalents la série »,~, v, converge.

Or, ¥, v, = X, (log(ups1) — log(uy,)) converge est équivalent a ce que la suite (log(uy))nen

converge d’apres le lemme précédent, on note A sa limite. On a donc (u,), qui converge vers
)\ . .

e”, et ainsi

Up ™~

n! ~ kyv/n <n> avec k= e .
e

2. On va maintenant calculer la constante k£ a ’aide de la formule de Wallis.

On a,
2p(2p — 2)...2 2p(2p — 2)...

(20— 1)(2p —3) " 2p(2p —2)...

1( 2p(2p — 2) 2 )2:2417 (p))*
p\(2p—1)(2p-3)..1 p ((2p)!)?

24p k4p4p+26—4p k2

2°7(p!)?
(2p)! 7

2_
-

donc

P k2(2p)4p+1€—4p 2

On obtient donc, d’apres la formule de Wallis 7 = %, ie. kK = +/2m. On a donc bien n! ~
2mnn"e”" quand n — oo.

]

3.3 Moyenne de Cesaro [1]

Proposition 45. Si la suite (uy,)nen € CY converge vers | € C, alors sa moyenne de Cesaro (S, )nen
définie par

1 n
Vn € N Sn:ZEZUJk

converge également vers (.

Démonstration. On traduit la convergence en terme d’epsilons,

Ve > 0, Ing € N tel que Vn > ng lu, — 1| < €/2.
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Alors, pour tout n > ng

15— 1] = | =l = l>| o IS (= D], [Shenon (e~ )
n n n
< nOSnO + ZZ:H0+1 |uk - l| < n(]Sno " E(n —ng — 1)
oo " S 2n
< 05, €
n 2

L’entier ny étant fixé, il existe ny € N tel que Vn > nyq, % < ¢/2. Finalement,

Vn > max(ng, n1) 1S, — 1| <.

Remarque 46. La réciproque est fausse :

0 si n est pair

pour u, = (—1)", Sp=19 —1 . . .
— sl n est impair.
n

Donc

S, — 0 alors que (u,)nen NE converge pas.
n—+00

Application 47. Soit ¢ > 0 et f : [0,c] = R une fonction continue telle que en 07,
f(x)::z:—axa+1+o(xa+1>, a>0, a>0.

Alors pour ug assez petit et (up)nen définie par u,1 = f(uy),

1
U, — 0 et méme Up ~ @ ————.
" notoo " notoo (naa)l/a

Démonstration. D’apres le développement de f en 07, Jz¢ > 0 tel que
Vo €]0,z[  flx) <.

Alors pour ug € [0, x| la suite (u,)nen est décroissante et a valeurs dans [0, zo| car u, = Upy1 =
f(u,) = 0. La suite (up)nen est décroissante et minorée donc converge notons [ sa limite. La suite
(tn)nen est définie par récurrence a partir d’une fonction continue, donc [ vérifie

Or [ € [0,x0[ et f vérifie



Donc [ = 0 est 'unique solution, id est u,, — 0.
n—-+00

Pour trouver I’équivalent, I’astuce est de s’intéresser a ug 1, B ER,

ul = (fun))’ = (un —ault + o0 (u%+1)>ﬂ
ul (1 —aul + o (uﬁ“))ﬁ
ul (1 —aful +o (uz“))
ul — apus’ o (ug+/3) .

Prenons
f=—-«a et posons Upg1 = U, §y —u, .
Par ce qui précede,
Upt1 = —af +o0(1) id est Upy1 — —af = aa.
n—-+0o0o

Donc la moyenne de Cesaro de la suite (v, ),en converge également vers ac :

—> v — aa
1 n—-+oo
Donc 1
ﬁ (un — Yo ) n:)oo ac
Ainsi
Un — ga+ o(1)
Uy = (nao + o(1))/°
1
= (naa)i/o (140(1))

1
Un  ~ 7(71&&)1/&.

3.4 Meéthode d’accélération de Aitken [6]

Proposition 48. Soit (x,), une suite réelle telle que
-z, > £ ER;
— il existe k € R, avec |k| < 1, et (€n)n € N une suite réelle telle que €, — 0 quand n — oo et

Tp4+1 — 5 - (k + En)(In - g)a
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— pour toutn € N, z, #¢£.
Alors il est possible de construire une suite (y,)nen telle que pour tout n € N

(xn—&-l - xn)Q
Tn42 — 2xn+1 + In)

Yn = Tn —
(

On a alors, y, — & € R quand n — oo et ﬁ — 0 quand n — 0, i.e. v, converge plus vite que x,
vers €.

Démonstration. On calcule le dénominateur,

Tnt2 — 2Tp41 + Ty = (Tnt2 — &) — 2(Tns1 — &) + (20 — §)

=((k+e)k+en1) —2k+e,)+ 1)(x, —&)

(k* =2k + 1) 4+ k(e + €ng1) + enngr — 26,) (2, — &)

(k=12 +n)(z, — &) ou n,=k(en+ €ng1) + €nenp1 — 26, — 0.
Comme k # 1 et z, # &, le dénominateur est non nul pour n assez grand; donc v, est bien défini

pour n assez grand.
De plus, on a

(21 — &) = (20 — §))?
((k = 1)% 4 1) (20 =€)

(g —  (k—1+e) .

_(xn_€)<(k—1) +im = (k—1) —2en(k;—1)_en>

yn_g f_

(k—1)*+m,
N — 26,(k — 1) — €2
On a donc
yn_fznn_2€n(k_1)_ —50
et on a démontré la propriété voulue. O

3.5 Un théoréme Taubérien [2]

Théoréme 49. Soit (u,)n,en une suite réelle, positive et décroissante.
Notons pour tout n € N Sp = > p—o Uk, alors

U, ~ Cn ¢ <— S, ~ C
n—+oo n->+oo ] —

avec a €]0,1[ et C' > 0.
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Démonstration. Le sens direct est classique, puisque la suite (u,)nen est positive, par le théoreme de
sommation des équivalents, la série (S, )n,en @ méme équivalent que Y-, Cn~®. Or par comparaison

P , _ l1-a N . . .
série intégrale, -, Cn™" ~ (C%—. D’ou I'implication
n—+oo -
Y nlfa
u, ~ Cn = S, o~ )
n—+oo not+oo ] —

Démontrons la réciproque qui est le sens «dur». Supposons

nl—a

S, ~ C

notoo 1 —a

Raisonnons sur les liminf et lim sup et montrons que
[ = lim n“u,, > C > lim n®u,, =: L.
Soient n € N, § > 1 et m = [dn] la partie entiere de on. Par décroissance de (uy,)nen,

Spn — Sp = Uns1 + oo + Uy, < (M —n)uy, < (6 — 1)uy,.

a—1 l1—a
naun>n(5m—5n)=1<<m) Sm_ 5n )

Donc

0—1 o0—1 n ml-a pl-a

Quand n — 400, m = 400 et m/n — ¢, donc

C -1
[ > )
l—a 6—-1

Puis quand 6 — 1, § > 1,

y St —1  dat~@ .
1m = = — (.

Ainsi,
[ > C.

De la méme fagon, en prenant cette fois § €]0, 1]

Sp—=Sm =Upr1+ .. Fu, = (n—m)uy, =n(l—905)u,
no=! 1 S, m\1— S,
@ < — - R
e ST 5(5" Sm) 1-96 (nl—a (n) ml—a>
C 1-4~

L < — C.
l—-a 1—-§ o1

On a ainsi montré que
n“u, — C id est u, ~ Cn“.

n—-400 n—-+00
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