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1 Enoncé du théoréeme

L’objectif de ce développement est de montrer la proposition suivante :

Proposition 1. Soit I un intervalle de R, ¢ € C*(I), et g € C(I). On suppose de plus que :
o t = e M g(t) est intégrable pour tout x € [a,+00|.
o ' s’annule en exactement un point to, en lequel @' (tg) > 0 (c’est donc le minimum global de v ).
® g(to) #0

Alors,

A 2
/e_mv(t)g(t)dt ~ e gyec A = g(to) -
I

z—o0 /1 ©"(to)

Ce résultat vient essentiellement de la croissance de Iexponentielle, puisque c’est le facteur e~ ¢ qui
décide on placer le poids dans l'intégrale : 1a ot e ¢(®)? est trés grand e*‘/’(t)gcg(t) le sera aussi, et la ol
e~ ?()7 egt trés petit, e‘“"(t)””g(t) Pest aussi, peu importe la valeur de g tant qu’elle est non nulle. Moralement,
I’exponentielle vient donc accrocher le minimum de ¢ en ty et y placer tout le poids au fur et & mesure que
x grandit. Si ¢(tg) > 0, c’est en ty que e~¥(0) décroit le moins vite, et si ¢(tg) < 0, c’est en ty que e~ ¥(1)®
croit le plus vite ! Pas étonnant deés lors que l'intégrale ressemble asymptotiquement a son intégrande prise
en tg ...

On remarquera qu'en effectuant le changement de variable zu = ¢ dans I'(z + 1) = fooo e~ t®dt et en
prenant p(u) = u — In(u) et g = 1 on déduit simplement de ce résultat la :

Proposition 2 (formule de Stirling).

2 Démonstration

Montrons ’équivalent annoncé

Démonstration. Une méthode classique pour obtenir des résultats sur une intégrale dépendant d’un parametre
est de sortir, par tous les moyens possibles, le parametre de I'intégrande. Attelons nous donc & cette tache :
commencons par écrire ¢ a ’aide d’une formule de Taylor:

o(t) = p(to) + 0+ (t —to)*¥(t)

wwwuyzé(1—w¢%m+w1—mmmu



On obtient donc
/e_zW(t)g(t)dt — ¢—ve(to) /e—i(t—to)zd’(t)g(t)dt
I I

Par cette opération tres simple, on n’a effectué qu’un petit pas dans la démonstration, mais on a déja
isolé le facteur prépondérant de 1’équivalent : e~##(to)

Il faut encore s’occuper de l'intégrale restante. A la vue du facteur e_‘"”(t_t")zw(t), on est pris d’'une
irrésistible envie de se ramener a une intégrale de Gauss. Il faudrait donc effectuer le changement de variable
u = (t—tg)+/¥(t). Seul probleme : on ne sait pas s’il s’agit vraiment d’un changement de variable, ¢’est-a-dire
sip:t (t—tg)\/®(t) est un Cl-diffeomorphisme, ni méme s’il est défnini !

e Montrons qu’on peut définir p. En effet, on observe que ¥(ty) = %cp”(to) > 0. Donc dans un intervalle
J = [to — d,t0 + 6] C I, on est certains que 1) > 0, ce qui permet de définir p sur J.

e Montrons maintenant que p est bien Cl. En écrivant ¢ (t) = %, on voit que 1) est au moins C*

sur J\{to}. Donc p est C! sur J\{to}. En fait, elle est méme C! sur J tout entier. En effet, sur J\{to},

on a d’une part p’(t) = 5 ;(t) ((t —to)W'(t) — 2¢(t)), et d’autre part, en dérivant le développement de

Taylor de ¢, /(1) = (t=t0)*/ () +2(t~to) (1), d'oi, sur J\{to}, p'(t) = 5230 —— (3¢ (00),

et on peut donc prolonger continuement p’ sur tout J.

e Enfin, pour en faire un changement de variable, on veut que p soit une bijection. p'(ty) = %cp” (to) > 0,

donc sur un intervalle J' = [tg— &, to+06'] C J, on a p/(t) > 0 et p strictement croissante donc injective.

On dispose maintenant du changement de variable désiré sur I'intervalle J’. Le reste de 'intervalle d’intégration
ne nous intéresse pas, débarassons nous-en avec une fonction plateau 6 qui vaut 1 sur [tg — %, to + %] et O
en dehors de J'. Elle permet d’écrire :

/1 e g(0)it = 1) [ (e Oy yar + /1 (1= 0(t))e=® g(t)dt

=:F1(x) =:Fs(x)

Nous nous occuperons de Fy en temps voulu. Pour 'instant, observons Fj et profitons de pouvoir enfin
effectuer le changement de variable auquel on préparait le terrain depuis si longtemps | Avec u = p(t), on a
maintenant :

Fila) = [ o= Wg(e)ar = / (J)e—zuzh(u)du
! p !

avec h(u) = g(p~(u))0(p~(u))(p~1)(u). Un deuxieme changement de variable v = ru donne une expression
encore plus proche d’une intégrale de Gauss :

1 . y
Fi(x) = 7 /IP(J/) e h(\/f)d

Il n’y a plus qu’a appliquer un théoreme de convergence dominée pour conclure sur le sort de Fy. h étant
continue & support compact (car € est a support compact), elle admet un maximum, permettant de fournir

la majoration intégrable |14,;)(v)e ™" h(2=)| < ||l]o x e, d'oi

/wpu') 2 /R e~ dv = /7h(0)

L’observation approfondie de I'expression de h(u), épaulée par la formule de la dérivée de I'inverse (p~1) =

1/p" o p~! permet de voir que h(0) = g(to)\/%, et de s’assurer par la que h(0) # 0 par hypotheése. On a
donc un équivalent de F} :

2T
Fi(z) o g(to) 2o (1)



1l ne reste plus qu’a voir que Fy est négligeable devant e~*#(*0) [ (). Ainsi on aura fe_w(t)g(t)dt ~
e~ ¢(o) Fy (x), ce qui prouvera I’équivalent du théoreme.

Pourquoi F; est elle négligeable 7 Commengons par observer ¢ : ’hypothese de stricte positivité de ¢ (tg)
et 'impossibilité pour ¢’ de s’annuler autre part qu’en tg impliquent que ¢ est strictement décroissante
avant tp et strictement croissante apres tp. On peut donc trouver une constante m > @(to) telle que

YVt e I\[to — %/7150 + %/], p(t) > m > @(ty). Un dessin vaut mille mots, et toutes ces explications se
comprennent mieux en observant un petit graphe.

©(t)

to— & to to+ <

On voit que ¢’ avait été précisément défini tel que c’est exclusivement sur [tg — %/,to + %/] que @ est
proche de son minimum ! Alors,

<[ a-eme gl
Nto—% to+ 5]

<emom / et
I\[t07%7t0+%

—ap(to)
)

Cela montre donc finalement que F} (x)e_w“") est asymptotiquement le seul terme qui compte, et que

=Ce ™™ = 0(
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e—me(to)
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/ e ?Wgtydt ~ Fi(z)e ") ~ g(ty) "
I
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