Méthode de Gauss

Ce développement se trouve dans Demailly, Analyse numérique et équations différentielles. 11 est sans
doute préférable d’inclure la note dans le développement.

Soit w une fonction continue sur ]a, b[ telle que pour tout n € N, f: |2" |w(z)dz < co. On note L?(w)
I’espace des fonctions de carré intégrable par rapport & ce poids. On cherche une méthode d’intégration
approchée du type

b l
/ f(z)w(z)dr ~ Z)\jf(xj).
a =0

II existe alors un unique choix des points z; et des coeflicients A; tels que la méthode soit d’ordre 2/ + 1.
Les points x; sont alors, dans |a, b] et racines du (I + 1)° polynome orthogonal pour le poids w.

Unicité. Supposons qu’il existe de tels x;, A;. Posons my1(z) = [[(x — z;). Pour tout p € R;[X],
deg(pm+1) < 2141 done

l

b
/ p)mss (@)w(@)dz = 3 Ajplas)ma (w5) = 0

Jj=1

donc 741 est orthogonal & R;[X]. Comme il est unitaire, c’est nécessairement le (I + 1)° polynéome
orthogonal pour le poids w. Les x; en sont donc les racines.
De méme, si on introduit le polynome L; de Lagrange de degré [, tel que L;(z;) = J;;, on a

5 =Y ALite) = [ Lo

ce qui détermine uniquement les coefficients A;.

Existence. Le polynéme orthogonal pour w de degré [+ 1, qu'on note 741, a exactement [ 4 1 racines
distinctes dans ]a, b[ﬂ On les note xg,- -+ ,x;. On pose

Aj = /ab L;i(z)w(x)dz.

Si f est continue sur [a,b], on note p;(z) = Zé‘:o f(xzj)L;(z) le polynoéme interpolateur de Lagrange.

Alors l

b
/ p((@)ds = 3 N f(z;).

J=0

1. Pour montrer cela, on considére z1,--- ,x les racines de m, de multiplicité m1,--- ,mg. On a >, my < n. On pose
alors €; = 0 si m; est pair et ¢; = 1 si m; est impair. Alors, si

k
¢= ] -z,

i=1

on polynéme m,q n’a que des zéros de multiplicité paire, donc il est de signe constant dans ]a, b[. De fait, [ mnqw # 0 (le
polynoéme n’est pas constamment nul). Comme 7, L R,_1[X], ceci impose que ¢ soit de degré n, donc que 7, ait n racines
distinctes.



De fait, si f € R;[X], la méthode est exacte, donc elle est d’ordre > I. On peut montrer facilement
qu’elle est d’ordre > 20 + 1 en écrivant la division euclidienne de f € Ry;11[X] par m41 : f = qmip1 + 7,
deg(q) < 1 et deg(r) < I. Comme ;41 L R;[X], on a

b
/ q(@)mp1(z)w(z) =0

donc
l

b b
/ f(@)w(z)dr = / r(x)w(z)dr = Z Ajr(zj) = Z Ajfz;).

Jj=0

La méthode n’est pas d’ordre 12 + 2 car f; 77, ()w(x)dz > 0 alors que > A\j77, () = 0.



