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0.1 Notations

Voici les notations que j’utilise, si cela peut aider !

K désigne toujours le corps R ou C, et on travaille dans I'espace des suites KV, avec les
opérations suivantes :

Soient A € K, u = (up)n, v = (v5)n € KV,

— 1= (1), = Iy

— Au = (Auyp),

— U+ v = (Up + Vp)n

— u-v = (Up - Vp)n

— Au = (u, —u,_1) avec u_; =0

— 2 u= (Yo,

— Cu = (Cup)nen = (ZZ:O nu_4’f1>n€N

— W := (Up)n, ou - est la conjugaison complexe
— R(u) = (R(un)), et S(u) = (S(un)), , ot R est la partie réelle et I la partie imaginaire
— ¢(u) = (Upy1)n, ainsi, Vk € N, ¢*(u) = (Upip)n
—vVneN, [ul,=u,

VP =Y MXFeK[X], [P@)w)], => Meld* (W] =) Aetinss

On a aussi les ensembles de suites suivants :
L(K), Pensemble des suites K~ convergentent sur K,
on note lim(u) la limite classique de la suite u

S(K) = {(un)neN eKY|3r>0, u,= o(r”)}

n—-+00
K® = {w € KN | 3ng,Yn > no, w, = 0}




1 Introduction

1.1 Une intuition avec un exemple

Nous allons dans un premier temps, essayer de donner un sens a la notion limite pour la
suite u = (up )y = (1,0,1,0,1,0,1,0,1,...) qui ne converge pas puisqu’elle oscille entre 1 et 0.
Cependant, on peut intuitivement et avec plusieurs méthode lui donner une unique ”limite” %
Pour commencer, on peut déja remarquer que 1’on peut I’écrire de plusieurs facons :

14 (1) g . 1 Si n=2k
“”_< 2 =D (1) =Tan(n) = 0 Si n=2k+1
no k=0
— Méthode 0 :(Intuition)
Intuitivement, puisqu’il y a autant de 1 que de 0. Mieux, on peut voir que il y a la ”moitié”
des termes sont égaux a 1 et 'autre ”"moitié¢” sont égaux a 0. On peut se dire que la ”limite”
devrait étre £ -1+ 3-0=1.
— Meéthode 1 : (Méthode probabiliste ou la méthode de Cesaro)
C’est une méthode déja connue et utilisé partout. Elle consiste a observer la limite des
moyennes des premiers termes, si la nouvelle suite converge c’est gagné!

N I & (1) 1 Ton(n) 1
Cuy, = - S LY B
" ;n—i-l 2+§2(n+1) 2 T2t 1) norwe 2

Ce qui nous donne que la limite au sens de Cesaro de u est %, comme 1’on pouvait I'espérer.

— Méthode 2 : (Méthode analytique ou la méthode d’Abel)
Grossierement, on prend la série entiere et on passe a la limite en 17 et si ca converge c’est

gagné !
Vo € [O 1[ \Il[u](x) = iAun N A— i(—l)”x” = ! — 1
Y e — 1+x2 2—1 2

On obtient que la limite de u au sens d’Abel est % Nous généraliserons cette limite dans
le cas ou le rayon de convegence est inférieur strictement a 1 (la pseudo-limite).

— Méthode 3 : (Méthode algebriste ou la méthode consistante)
Pour cette méthode, il s’agit d’observer :

U+ (un1) = In = L(u~+ (uns1)) = L(In) =1 =2 L(u)

On peut se dire que la translation du rang n au rang n + 1 ne change pas sa valeur de
sa "limite” L£(u). Ainsi, sa valeur ne peut qu’étre L(u) = % puisque la suite constante a 1
converge vers 1.

— Méthode 4 :(Méthode par prolongement par continuité)

Cette méthode est peu généralisable voir trompeuse des fois et reprend un la méthode 2.
Par prolongement d’une fonction par continuité bien choisie.

X (D

1
Ve >0, n(r)= 73:55277(0)
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Remarque 1.1.1. Attention, la méthode 3 se manipule avec précotion car cela revient a dire

-1

=2 L(v)

que :
Lu)=1-14+1-14+1-1+1-—..
Lu)=0+1—-14+1-1+1—-1+..
2-L(u)=1+0+04+04+0+0+0+...
Lu)y=1-1+1-1+1-1+1-
Ecrire lignes ci-dessus a peut étre un sens mais pourtant écrire les lignes ci-dessous, c’est juste
faux :
L)=14+14+1+1+1+1+1+..
1
§:£w):1—1+1—1+1—1+m
L) =L(u)=0+2+0+2+0+24+0+2+..
(v)

2

L)=14+14+1+1+1+1+1+..
1
§:£w)=1—1+1—1+1—1+m
L)+ L(u)=24+04+24+0+2+0+2+..
1
L(v) = L(u) =5
L)=14+14+14+1+1+1+1+..
L)=0+14+14+14+14+1+1+..
Lv)—Lv)=140+0+0+0+0+0+0...=1
0=1!

n’a aucun sens :

=2-L(v)

Maitenant malgré tous les efforts et toutes méthodes du monde, on ne fera jamais converger la
suite u mais une variante ou une alternative de u. Ainsi, puisque u n’a pas de limite (classique),
nous allons définir rigoureusement plusieurs nouvelle définition de limite qui prolonge la limite
classique et finir par une application en utilisant la fonction ¢ de Riemann ou plutot celle de 7

de Dirichlet.



1.2 La Cesaro-limite

Définition 1.2.1. Soit u = (u,), € CV :

"L
Cu = (Cup)pen = ( E - _ﬁ 1)
neN

k=0

ueCL < Cuel et lim(Cu)=cl(u)
Définition 1.2.2. La k"™ limite de Césaro pour k € N,
uw€PL < C*ueL et lim(C*u)= cl*(u)

Propriété 1.2.3. Les propriétés élémentaires sur la Cesaro-limite, soit k € N,
1. 1:= (1)peny € CL et cl*(1) =1,

2. CLF est un K-espace vectoriel et cl* est linéaire :
Vu,v € OLF, YA€ C, Au+veCOL" et cd*(\u+v) = \cl¥(u)+ cl*(v)

3. Yu € CLF, T := (Uy)nen € CL* et cl*(@W) = cl*(u)

4. Yue CLFNRY,  cl¥(u) >0

5. (Un)nen € CLF <= (Uni1)nen € CLE et cl* (u) = clk((unﬂ)neN)
Théoréme 1.2.4 (Théoreme de Cesaro). Soit u € L alors u € CL et lim(u) = cl(u)
Corollaire 1.2.5. Soient k € N et u € CL* alors u € CL* et cl*(u) = cl*(u)
Exemple 1.2.6. 1. Soit u, = (—1)", alors u € CL :

1+ (=)

G = Sy

—0 = du)=0

2. Soit v, = (n+1)-(=1)", alors v ¢ CL mais v € CL? :
2 1 1 1 1"
(2sn 1y, (-1

Cu, = (="

= 1
n—+1 4 +o(1)

4(n+1) 2

o 1+ (=1)"
Ot = T 1)

3. Soit w =73 v= 3 (k+1)-(=1)*) alors w ¢ CL mais w € CL* :

+0(1) —0 = c*u)=0

1,

wn_Z(k+1)~(—1)’“_(—1)n<M)+}l_%”+l;—”+ ;

4
k=1

Par linéarité, on obtient cl*(w) = 1.cl?(v) + T.cl*(u) + F.cl*(1) = 1.

4. Soient E:={k* |k e N*} C N et a € [0,1]

1 s E
Vn € N, ]lE(n):{ e , uy =n®-1g(n)

n® sinek
0 sinon

0 sinon

Alors :



— pour a € [0,%], u* € CL et cl(u®) =0,

— pour o = 3, u* € CL et cl(u®) = 3,

— pour a €]3,1], u* ¢ CL et Culf — +o0.
5. Soit F:={|kIn(k)] | k € N*},

In(k) si3k €N |n=kn(k)]

0 sinon

Vn € N, un:{

Alors 1p,u € CL et cl(1g) =0 et cl(u)

Remarque 1.2.7. La méthode de Cesaro est particulierement efficace pour régulariser des
suites des suites positive en une seule étape (€ C'L) ou pour les suites oscillantes au subpoly-
nomiale en itérant la moyenne de Cesaro plusieurs étapes (€ CL*). Cependant, en pratique les

lk
calculs deviennent rapidement long et difficile. Pour montrer que n* - (—1)" ~> 0 et il faut
itérer au moins k fois et donc faire une récurrence compliquée.

Remarque 1.2.8. La méthode de Cesaro avec ses itérés n’est pas optimale. On peut intuiti-
vement se dire que ((—2)"), oscille aussi vers 0 comme (—1)". Cependant, avec la méthode
Cesaro on ne pourra jamais montrer sa convergence. Ceux-ci est di au fait que (#(—2)”% ne
convergera jamais vers 0. Il faut donc définir une méthode plus optimal, c’est-a-dire, ot il y a
plus encore de suites qui "convergent”.

1.3 La méthode d’Abel et la pseudo-limite

Définition 1.3.1 (Sommabilité au sens d’Abel). Une série Y u, est sommable au sens d’Abel,
si la série entiere ®lu| définit par

Olul(x) = Zukxk

est convergente sur [0, 1] et si ®[u] admet une limite en 1~. Alors cette limite est la valeur de
la somme au sens d’Abel.

Remarque 1.3.2. En fait, la sommation d’Abel impose un rayon de convergence R > 1. Ce
qui exclut pas mal de possibilité et ne fait pas beaucoup mieur que la méthode de Cesaro. Par
exemple, la suite (—2)™ pose encore probléme. Cependant, nous pouvons étendre cette méthode
grace a l'analyse complexe. On obtient alors la définition de la pseudo-limite.

Définition 1.3.3 (La pseudo-limite).
S(K) := {(un)neN e KN ‘ dr >0, u,= 0(7’")}
n—+o00

On note ¥ : S(K) — F,o := {fonctions analytiques mazimales en 0}, telle que pour z € C,
localement en 0 (c’est-a-dire dans le disque de convergence) :

On notera Q,, ouvert maximale en 0 de V[u]. Plus rigoureusement, c’est le plus grand ouvert
U étoilé en 0 tel que il existe une fonction analytique f : U — C qui coincide avec cette série
entiere en 0. On note alors W[u] : Q, — C cette fonction.



Définition 1.3.4. PL(K), l’ensemble des suites qui admettent une pseudo-limite. Il est défini
par :

u = (Up)neny € PL(K) <= lim  (W[u](z)) eziste
z€[0;1[, z—1
On note alors pl(u) = lim (¥[u|(z)), la pseudo-limite de u.
z€[0;1[, z—1

Remarque 1.3.5. Pourquoi définir la pseudo-limite comme ¢a ¢ Ici, on cherche a donner un
sens a la limite d’une suite (et pas sa somme comme pour la sommabilité au sens d’Abel), si
on suppose que ['on a toutes les convergences possible alors par téléscopage, on obeserve :

+0o0 n
i ) = 5=t (S ) <

Définition 1.3.6. On définit aussi ® : S(K) — Fuo, (de la méme fagons que V) tel que dans
un voisinage de 0, on ait :

Remarque 1.3.7. En pratique, ® est plus facile a utiliser et on revenir a ¥ directement avec
la relation :

Vu € S(K), Vze Qu\ {1}, Vul(z) = P[Aul(z) = (1 — 2)P[u](2)

En effet, en posant u_1 =0, on a dans le disque de convergence :

(1—z)®[u](z)zzuk-zk— 2 Zukz — Ug—1.Z —ZAukz = V[u](2)

Propriété 1.3.8. Les propriétés élémentaires sur la pseudo-limite,
1.1 :=(1)peny € PL et pl(1) =

2. PL est un K-espace vectoriel et pl est linéaire :

Vu,v € PL,VA €K, Au+vePL et pl(Au+v)=Apl(u)+ pl(v)

3. Yu € PL, u:= (tp)nen € PL et pl(u) = pl(u)
4. Yue PLNRY, pl(u) =20
5. (Up)neny € PL <= (Upy1)nen € PL et pl(u) = pl((un+1)neN)

Théoreme 1.3.9. (Théoréme de la pseudo-limite)
Soient k € N et u € CL*, alors u € PL et cl*(u) = pl(u)

Exemple 1.3.10. Soient P € C[X], et p € C\ Ry, posons u = (P(n)p"), alors u € PL(C) et
pl(u) = 0. On a méme »_ u € PL(C).

Exemple 1.3.11. Soit x €] — 7, 7|, posons v(x) = ((—=1)" - cos(nz), alors v( ) € PL(R) et
pl(v(z)) =0. On a méme > v(zx) € PL(R) et Vx €] —m, x|, pl(> v(z)) =



2 Nouvelles-limites

2.1 Définitions des nouvelles-limites

Pour la suite K désignera un corps complet R ou C.

Pour un espace vectoriel E C KN, posons VO C K, E(C):= EnCY.
Définition 2.1.1. On dit que EL C KN est un K-espace de limites si :

1. EL est un K-espace vectoriel

2.1 :=(1)peny € FL

3. (up)neny € FL <= (Upt1)neny € EL

4. Yu€ EL, u:= (Up)pen € EL  (siK=C)

Définition 2.1.2. Soient EL un K-espace de limites et nl : EL — K, on dit que nl est
une nouvelle-limite sur EL, si on a les propriétés suivantes :

1. La linéarité : nl est une forme linéaire sur EL
La conservation par 1 : nl(1) =1
La positivité : Yu € EL(Ry), nl(u) € Ry

L’indépendance partielle du rang : Yu € EL, nl(u) = nl((un+1)n€N)

La conjugaison : Yu € E, nl(u) =nl(u) (siK=C)

AR ENCIIR S

Exemple 2.1.3. La limite classique, la pseudo-limite, la Cesaro limite, la k**™¢-Cesaro limite
(lorsque 'on répéte la méthode de Cesdaro k fois) ... sont des nouvelles-limites.

Définition 2.1.4. Posons KV = {w ¢ KN ‘ dng,Yn = ng, w, = 0}, l'ensemble des suites
nulles sur K a partir d’un certain rang.

Remarque 2.1.5. Toutes les suites constantes a partir d’un certain rang sont dans chaques
espaces de limites. Il y a des espaces de limites ou ['on ne peut méme pas leur attribuer une
nouvelle-limite (voir le théoréme m, et d’autres ou l'on peut en donner plusieurs (voir par
exemple le théoréme 77 qui permet d’en construire facilement).

Remarque 2.1.6. L’indépendance du rang donne un sens aux nouvelles-limites pour les suites
qui ne commencent pas par 0 en indexation. Par exemple, les nouvelles-limites en +oo et en
—00 des suites (uy)nez n'auraient pas sens sans cette propriété.

2.2 Les propriétés intrinseques
Soit nl une nouvelle-limite définie sur E'L un espace de limite :

Propriété 2.2.1. 1. L’unicité des nouvelles-limites

2. L’indépendance du rang : (totale) (en disant que Vk € N*,  wu_j, =0)

Vke€Z, ue ELK) <= v=(upik)nen € EL(K) avec nl(u)=nl(v)

3. Yu € EL(R), = nl(u) € R



4. L’existence des nouvelles-limites par identification de la partie réelle et de la partie imaginaire :

u€ EL <= R(u) € EL(R) et Y(u) € EL(R)

ot R(u) := (R(un))nen et S(u) := (S(un))nen,
avec nl(u) = nl(R(w)) + i - nl(S(w)), nl(R(u)) = R(nl(w)) et nl(S(u)) = I(ni(u))

5. La conservation des inégalités larges par passage aux nouvelles limites sur R :

Vu,v € EL(R)?, VkeN, u, <v, = nl(u) < nl(v)

6. L’existence de nouvelle-limite par la suite des différences de u :

Vu e EL(K), Aue€ EL(K) et nl(Au) =0
Preuve : 1. Cecl découle directement de la bonne définition de la nl.

2. On commence par observer que u € FL(K) <= v = (up—1)neny € EL(K) avec nl(u) =
nl(v), puisque c’est la propriété d’indépendance du rang partielle appliqué a v = (4,1 )nen-
Ensuite, on termine par deux récurrences faciles sur k£ € N et sur —k € N.

3. u€e FL(R) = uw=1u = nl(u) =nl(u) = nl(u) € R

4. = : Soit u € FL, donc u € EL donc R(u) = 3(u+1u) € EL(R) et S(u) =
EL(R)
< :Si R(u) = FL(R) et S(u) € FL(R) alors u = R(u) +i - I(u) € EL et par linéarité,
nl(u) = nl(R(w)) + i - nl(S(u)) et par la propriété précédente, on a le résultat.

5. v—u€ ELRy) = nl(v—u) € Ry = nl(u) < nl(v)

6. Au = (Upy1 — Un)n € EL(K) par linéarité et par I'indépendance du rang :
nl(Au) = nl(u) —nl(u) =0

>(u—1) e

]

Proposition 2.2.2 (La conservation des nouvelles-limites sur toute partie fermée convexe F
de C).
Yu e EL(F), nl(u) € F

Preuve : Soient F' une partie fermée convexe de C, si F' est vide alors est EL(F') aussi donc le
résultat est vraie, si F' est non vide alors EL(F') contient au moins les constantes.

Nous allons utiliser un lemme d’analyse fonctionnelle :

Soient F' une partie fermée convexe non vide de C et z € C,

z€F ssi VO€[0;2r], R(ez) > infR(e™F) :=inf({R(e “c)|c € F}) € RU{~o0}
Soient u € EL(F') et 6 € [0; 27|, par linéarité et partie réel, on a :
(R(e™™- un))neN € EL(F) et nl(R(e™ u,)) =R(e™ nl(u))

Si inf R(e"®F) = —oo, I'inégalité est vraie.
Siinf R(e"™F) € R, on a que inf R(e ™ ™F) -1 € EL, et nl(inf R(e"™F)-1) = inf R(e *F)
Maintenant, par passage a une nouvelle limite dans une inégalité large, on a :

VneN, u, € F = Re(e ™ -u,) > inf R(e™™F) =inf R(e ™ F).1,

Donc R(e=® - ni(u)) > ni(inf R(e=“F).1) = inf R(e"*F). On peut alors appliquer le lemme
d’analyse fonctionnelle, nl(u) € F. O



Lemme 2.2.3 (Lemme du o). Soit nl une nouvelle-limite sur EL alors :

V(u,v) € EL x EL(R}), u,= o (v,) = nl(u)=0

n—-+4o0o

Preuve : Si K = C, on se ramene a R grace aux propriétés élémentaires [2.2.1] on a alors
R(u,) = o (Un), S(up) = o (vn) et nl(u) = nl(R(u))+i.nl(S(u)). Supposons maintenant
n—-+0o0 n—-+0oo

que u € EL(R), grace a I'indépendance du rang totale, on peut dire :
VA € R, aN € N,Vn € N, |>\U,n+N| < Un+N — )\.Un+N + Un+N 2 0

= Anl(upin) +nl(vpgn) 20 = VA ER, Anl(u)+nl(v) 20 = nl(u) =0

10



2.3 Propriétés importantes
On a ici des propriétés qui vont étre tres utiles pour la partie [3
Lemme 2.3.1. Soient nl une nouvelle-limite sur EL et u € EL(R), alors :

i 1 < < i
o, [t ) < i) < L suplua)

Preuve : Montrons la propriété avec la limite inf et on aura alors celle de la limite sup en
prenant —u. Posons m = lim,, 4o infgsp (ug) -

Sim = —oo, c¢’est fini.

Sinon, prenons M < m, on a :

Ik € N|  (upsk)nen — M1 € EL(R) et VneN, 0 < upp — M
De plus, par les propriétés élémentaires des nouvelles limites :
0 < nl ((Upsg)n — M) =nl ((Unsg)n) — Mnl (1) =nl(u) — M

On a donc montrer que : VM < m, M < nl(u), cequi implique le résultat. (On a aussi montré
que m # 400 car nl(u) € R.) O

Je précise ici que je garde les notations lim (u,) =l ouwu, — [ € RUC pour dire que la
n—+00 n—-+o0o

suite (un)_converge vers [ au sens classique. Cette définition que 1'on peut d’ailleurs prolonger
pour [ € C:=CU{e?0 | § € R} avec :

Définition 2.3.2. Pour u € CN et § € R, on dit que :

. R(e " uy,) — +o0
Un njoo € %(e_w.un) = n_>0+oo (?R(e_w.un))

Théoréme 2.3.3 (Théoreme du respect des limites classiques). Soient nl une nouvelle limite
sur BEL et u € KN alors :

u, — l€C et ueFL = nl(u) =1

n—-+o0o

u, — eco, 0€R = u¢ EL

n—-+o0o

Preuve : C’est un corollaire du lemme [2.2.3] Soit w € EL tel que v, — [ alors u, — 1 =

n—-+00
o (Detu—Il1eFEL = nl(u—1.1)=0 = nl(u) =1.
n—-+0oo
Soient nl une nouvelle-limite sur FL et v € KN tel que u, —+> eco alors :
n—-+0o0
1= o (R u,) et nl(l)=1 = R “u)¢ EL = u¢ EL

n—-+0o00

]

Remarque 2.3.4. Pour démontrer ce théoréme, on aurait pu utiliser aussi les définitions
classiques des limites ce qui revient au lemme précédent en l'adaptant sur C comme dans
la démonstration de la propriété des convezes fermés|[2.2.5

11



3 Suites consistantes

3.1 Qu’est ce qu’une limites consistantes ?

Définition 3.1.1. Définissons [’ensemble des nouvelles-limites dans K :
NL(K) := {(nl,EL) | nl est une nouvelle-limite sur Uespace de limite EL C K"}
Définition 3.1.2. On dit quune suite u € K~ est consistante quand :
1. L’existence : I(nl, EL) e NL(K)| u € EL
2. L'unicité : ¥(nly, ELy), (nly, ELy) € NL(K)?, wée ELiNELy = nly(u) = nly(u)
On note L.(K), l'ensemble des suites consistantes sur K.

On note EL.(K), l’ensemble des suites admettant une nouvelle-limite sur K, c’est-a-dire
vérifiant seulement la condition d’existence. On a alors L.(K) C EL.(K)

Remarque 3.1.3. Cette derniére définition donne un sens légitime a la notion de prolongement
de limites et contrairement aux apparences L. reste assez grand, voir les exemples et
respecte parfaitement la limite classique avec le théoreme [2.5.5,

3.2 Les outils des suites consistantes

Pour commencer, on se place dans le cas ou K = R pour utiliser la relation d’ordre induite
par R. On reviendra sur les suites de C et méme de K¢ dans la prochaine partie qui généralisera
donc les suites en dimension finie. Ce qu’il faut retenir c’est que toute 1’étude que 'on va faire
sur R sera adaptable (par partie réelle et partie imaginaire) sur C.

On va maitenant étudier cette ensemble, en ce ramenant par l'indépendance du rang a un
ensemble plus simple a étudier et équivalent du point de vue des nouvelles-limites.
Définition 3.2.1. Soit u € RY,

. RN N k. TN N
¢o: RY — R ,VkEN,¢'R_> R
u = (un+l)n u = (un—f—k)n

Remarque 3.2.2. L’indépendance du rang se traduit par préservation L(u) = L(Pp(u)) =
L(¢*(u). De plus, les itérations de ¢ fontionnent si bien, ¢F o ¥ = ¢F* | k k' € N que l'on
va évaluer les polynomes en ¢.

Définition 3.2.3.
E={PeRX]|PQ)=1}=(X-1).RX]+1
B, = {P eR,[X]| P(1) = 1},
On notera que ces 2 ensembles sont stables par multiplication.

Définition 3.2.4. Pour P =31 A - X* et u € RY, on a alors :

- (ké A - Xk) Z A - 0P (u) ZAk (U ) <Z)\k un+k)

On note Vn € N, [u]n ‘= u,, donc [gb(u)}n = Upyp1 = [u] 1 d’ou :



Propriété 3.2.5. On a plein de propriétés élémentaires qui facilitent les calculs, soient \ €
Ru,v € RN, P,Q € R[X] :
P(¢)(1) = P(1).1
(X =1)(@)(u) = (¢ — Ldg)(u) = (tnt1 — Un)nen = Ad(u)
P(¢) 0 Q(¢)(u) = P(9)(Q(¢)(u) = (PQ)(¢)(u) = Q(¢) o P(¢)(u)
P(¢)(Au+v) = AP(¢)(u) + P(¢)(v)
Définition 3.2.6. Soit u € RY,

lim sup(u) := limsup(u,) € RU {Zo0}, liminf(u) := liminf(u,) € RU {£oo0}

n—+00 n—r+00
sup(u) := Jgreljfg{ limsup(P(¢)(w))}, inf(u) := ]Sjlé%{ lim inf(P(¢)(u))}

I(u) = [inf(u),sup(u)] \ {—o0, 400}

Exemple 3.2.7. Pour ces définitions, il faut faire attention, on a par exemple :

VneN, u,=(-3)"+2" = liminf(u) = —o0, limsup(u) = 400

(X + 3) (G)(u) = (2?), = liminf(u) = limsup(u) = +o
((X + 3¥X - 2>> (¢)(u) =(0) == liminf(u) = limsup(u) =0

Ainsi, sup(u) = 0, inf(u) = +oo et donc I(u) = 0.

Parfois le sup n’est pas atteint par un polynome, on a par exemple la suite u = 12 | peny €
L.(R) avec inf(u) = sup(u) = 0 dans ’ezercice[3.4.1]

Lemme 3.2.8. Soient u € RY et (nl, NL) € NL tel que u € NL alors :
VP € RX], P(¢)(u) € NL et nl(P(¢)(u)) = P(1)-nl(u)

Preuve : Soit P = YN A\ X* € R[X] alors P(¢)(u) est une combinaison linéaire (finie) de
suites de la forme ¢*(u) = (Upik)n, k& € N, donc par 'indépendance du rang et par linéarité
P(¢)(u) € NL, ainsi :

nl(P(¢)(u)) = nl (Z Ak.¢k(u)) = Z Ak nl (98 () = Z M- nl(u) = P(1) - nl(u)

Théoréme 3.2.9. Soit u € RY, alors :
I(u) = {nl(u) R | (nl, EL) € NL(R),u € EL}
Corollaire 3.2.10 (Caractérisation de EL.(R) et de L.(R)).
u€ EL(R) ssi I(u)#0
u€ L(R) ssi FleR|I(u)={l} ssi inf(u)=sup(u)€R
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3.3 Théoréme faible des suites consistantes

Définition 3.3.1.
B, = {PeR,[X]| P(1) = 1},

EL, ={ucRY|3PcE,, P(¢)(u) €L}
ou L est I’ensemble des suites qui admettent une limite classique.
Théoréme 3.3.2 (Théoreme faible des suites consistantes).

Ay EL, — R
u = lim(P()(u))
EL, est un espace de limites consistant (EL,) C L.) et Ay est une nouvelle-limite.
Preuve : Soient A € R w,v € EL, et P,, P, € Ey tel que P,(¢)(u), P,(¢)(v) € L alors :
1. A, est bien définie, soient P, = Zi:o wX € By et P = Z?/:O NXI € By tels que
P(¢)(u) € L avec [P,(¢)(u)]n — l€Ret [P(o)(u)], — I' € R, alors :

ou P € E, tel que P(¢)(u) € L

> A [Pu(@)(@W]ns; = [(P- P)(@) (W] = [(Pu- PY@)(W)]n = Y pr- [P(9) ()]s
—0 —_—— P ————
j n—oo l n—oo l/

Ainsi, par 'unicité de la limite classique, on en déduit : P(1)-I' =1 = P,(1) - 1 = Ay (u),
donc A, ne dépend pas du choix du polynéme P € E, [X] choisi.
2. Au€ ELy et Ay (A\u) = XNA,(u), car P,(¢)(Au) = X\.Py(¢)(u) € L donc

Ar(Au) = lm(P(o)(Au)) = X 1im(P (o) (u)) = AA4(u)
B.u+ve ELy et Ap(u+v)=Ai(u)+ Ai(v), car avec le point 1 :
(Pu P)(@)(u+v) = P(9)(Pu(0)(w)) + Pu(@) (Po(0)(v)) € T,

Ap(u+v) = Ap((Pu- P)(0)(u+v)) = Py(1).A ( u(¢) (1)) + Pu(1).Ay (Py(9)(v))
4. P(¢p)(1)=P(1).1 — 1donc 1 € EL, et A (1) =
5. L’indépendance du rang, P,(¢)(¢(u)) = ¢(P, gb)( )) € L alors :

(
Ay (o(u)) = lim(Py(0)(¢(w))) = lim(Py(0)(u)) = Ay (u)

6. La positivité, supposons u < 0, puisque P, = Zi:(} i X" € Ry [X], alors,
d
— . . >
[Pu(@)W)], = i ttnss ——1>0

i=0 g
Ainsi, A (u) =12>0.
On en déduit que (A, EL,) e NL.

7. u est une suite consistante, on vient de montrer I'existence. Pour 'unicité, soit (£, EL) €
NL(R), tel que u € EL alors P,(¢)(u) € NLNL or d’apres le théoreme du respect des
limites [2.3.3} on obtient :

lm(Py(0)(u)) = nl(Pu(d)(u)) = Pu(l).nl(u) = ni(u)

D’ou I'unicité et la consistance des suites de EL, C L.
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3.4 Exemples de suites consistantes

Exercice 3.4.1. On peut montrer que les suites suivantes sont consistante et calculer les
nouvelles-limites de toutes ces suites :

1. Vk e N* 1,y € LC(R)

2. ﬂ{nz |neN} € LC(R)

3. VP € CIX],¥p € C\Ry, (P(n)p")n € L(C)

Correction de 'exercice [3.4.1] Pour montrer la notions de consistances, il faut 1’existence et
d’unicité, que nous allons montrer séparement :

- L’existence :

1. La limite de Césaro est une nouvelle limite et on a :
N
1 1 |N 1
VN > 1, Cuy = N nEZI ]lkN(n) = N \‘—J —_— - = Cl(]lkN)

2. La limite de Césaro, nous donne encore ’existence :

N—oo

N
1 N
VN >1, 0<Cuy= N E L2 | kemy(n) = L N| —— 0= cl(Lp2 | reny)
n=1

3. La pseudo-limite, c’est-a-dire la limite au sens d’Abel généralisé est une nouvelle-limite et

I'on a:
—+o00 —+o00 —+00
= Z Auga® = (z — 1) Zukxk =(z—1) ZP(kJ)(pz)k
k=0 k=0 k=0

Par linéarité, il suffit de le montrer sur tous les polynémes de la forme P = (X + d)(X +
d—1)..(X+1):

Wal(2) = (o= 1) Y (h+ )i 1) o) = ¢ . })gf;f) —s

> 0 = pl(u)

- L’unicité : Soit (£, FL) un espace de limite tel que u € FL, alors < u >C EL, donc
VP € R[X], P(¢)(u) € EL :

1. Posons P=14+ X + X2+ .. X1 alors :

P(1) - L(Lpn) = L(P(¢)(Lin)) = L(Lin + Lins1 + oo + Lyngimr) = L£(1) =1

1
Ainsi, L(1xy) = = cl(1yy), d’out I'unicité.

2. Soit K € N, posons P =1+ X + X2+ .. XX alors :

Vm > K% 0< P(6) (L2 | nery) Z]l{n2+k|neN} m) < 1

Eneffet, ona K2 < n? < n’+1 < .. <n?’+K < (n+1)2, doncm > K2 ne peut appartenir
qu’a au plus un ensemble. Ainsi, VK €N, 0< nl(]l{n2|n€N}) nl(P((b)(u)) < ==

K+1
donc nl(]l{n2 | neN}) =0= Cl(]l{n2 \nEN})‘
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3. Posons Q = (X — p)?*! et d = deg(P) alors :

I I G L GVt D g G S CRY

k=0 k=0
NS

= At (P)()=0

En effet, 'opérateur A(P) = P(X + 1) — P(X) vérifient deg(A(P)) < deg(P) — 1 donc
deg(A*(P)) < deg(P) — (d+ 1) = —1, dout A (P) = 0.
Ainsi, Q(1) - L(u) = L(Q(P(u)) =0 or Q(1) # 0 donc L(u) = 0 = pl(u), d’ou I"unicité.

Remarque 3.4.2. On verra méme dans la sous-partie[].3, que les suites ci-dessous sont consis-

tantes.
Vs e C, uls):= <Z (‘2 i ) €L(C),  Au(uls)) =n(s)

k=1

On utilisera pourle montrer les théoréeme faible des suites consistantes|3.5.2 qui donne l’existence
et l'unicité en meme temps.

3.5 Isomorphisme des nouvelles-limites N L(R) ~ N £(C)

Proposition 3.5.1. Soit EL un C-espace de limites, alors EL(R) := ELNRY est un R-espace
de limites.

Prewve : EL et RY sont tous les 2 des R-espace de limites et toutes les prorpiétés des R-espaces
de limites sont stables par intersection quelconque. O

Théoréme 3.5.2 (L’isomorphisme des nouvelles-limites). La restriction canonique de C dans
R établit une bijection de NL(C) dans NL(R) :

kg : NLC) — NL(R) ot Yu € EL(R), nlj(u) = nl(u)
(nl, EL) +— (nl‘R,EL(R))

Preuve : L’application de restriction est bien définie car FL(R) C RN est un R-espaces de
limite. Puis, on vérifie facilement que nlj, est un une nouvelle-limite sur EL(RR).
L’injectivité : Soient (nly, ELy), (nly, ELy) € NL(C) ayant la méme restrictions sur R alors :

u+u uUu—7u

Vu € EL, € EL,(R) = ELy(R),

De la méme fagon, on a 'autre sens donc EL; = ELs et nly = nls.
La surjectivité : Soit (nl,, EL,) € NL(R) construisons sa réciproque :

€ ELl(R) = ELQ(R) = u € FL,

EL :={u+iv|(u,v) € EL?} est bien un C-espace de limite

|r

V(u,v) € ELY,  nl(u+i-v) = nly(u)+i-nly(v)

IR
nl est bien une forme linéaire stable par translation de rang, par conjugaison. Par construc-
tion sa restriction a R est bien nl,. O
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Remarque 3.5.3. Grace a ce théoreme, on comprend que tous le travail que l’on a fait sur R,
est applicable sur C, dés que l'on utilise des nouvelles limites.

Corollaire 3.5.4 (Théoreme faible des suites consistantes sur C).
EL.(C) = {uecC"|3P, € E,, P(¢)(u) €L}

Ay: EFL.(C) — C
u = lm(P(¢)(u)) ’

EL,(C) est un espace de limites consistant (EL(C)) C L.(C)) et Ay est une nouvelle-limite.

ou P € E, tel que P(¢)(u) € L

Preuve : On applique directement l'isomorphisme [3.5.2] précedent sur le théoreme [3.3.2] On a
alors une nouvelle limite complexe (A4, EL,(C)) € NL(C) car :

{ue C"|3P, € By, Pu(¢)(u) € L(C)} = {a+ib € R" | 3R, P, € E, Pu(é)(a), P ( )(b) € L(R)}

Ai(a+i.b) =lim ((P, - B)(¢)(a+i.b)) =lim (P,(¢)(a)) + i.lim (Py(¢) (b)) = Ay(a) + i.A4(b)

Pour montrer que FL,(C)) C L.(C), on a 1’ex1stence avec (A4, EL,(C)) € Nﬁ( ). On a
I'unicité, en se ramenant a R, (avec I'isomorphisme ou le résultat est déja démontré. [
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4 Applications sur les fonctions complexes 1 et (

4.1 Introduction préliminaire

On définit les fonctions ¢ de Riemann et 7 de Dirichlet par :

Vs € {z € C|R(z) > 1}, ((s) = Z%

Vs € {z € CIR(2) > 0}, n(s) = Z%

k=1
Ce sont des fonctions analytiques que I'on peut prolonger sur C \ {1} pour ¢ et sur C tout

entier pour 77. On peut les relier par I’équation de fonctions analytiques que 'on démontre sur
{z € C|R(z) > 1} et que 'on prolonge a C\ {1} :

Vs € C\ {1}, n(s) = (1-2""")¢(s)

Preuve : Soit s € C tel que $(s) > 1, alors les séries ), -, kis, D kst —(_1]35
ment, donc on peut faire les opérations suivantes :

R T L b TR G Y R PR |
ORTOED D P S e = L — oty
k=1

k=1 k=1 2i=2 <2l)8 20 k=1

, converge absolu-

Ce qui nous donne le résultat sur {z € C | R(z) > 1} que 'on prolonge par analyticité sur

C\ {1}. 0

On peut alors étudier la fonction si ( de Riemann en étudiant la fonction 7. La premiere
partie va nous montrer que :

Vs € C, (i: %) €L, etque A (i (_2#) =n(s)

k=1 k=1

Ceci nous apporte une nouvelle approche de la fonction 7 qui est ainsi prolongeable sur tout
C, car les séries convergent de maniere consistantes.

Dans la deuxieme partie, nous utiliserons la formule d’Euler-Maclaurin, pour détermeiner
certaines valeurs exactes de 1 donc de ( :

—B(p+1)

VpeN, n(—p)=(1-2"""
P n(=p) = ( ) P

= (1= 271)¢(=p)

Dans la derniére partie, toujours avec la formule d’Euler Maclaurin, nous allons déterminer
des développements limités de sommes et des équivalents simples de produits comme la formule
de Stirling.

n ( CrtDn(n+1)
2 @ no 6
LI+ o e

o n—-+00 es 12

18



4.2 La consistance de la fonction 7

Définition 4.2.1. Soient s € C, k € N,

(_1)7’L+k+1 . ln(n)k

nS

() n )

pS

Vn e N, An,(k,s) := . na(k,s) =

p=1

Théoréme 4.2.2 (Théoreme de consistance de la fonction n). Soient s € C, k € N,

S Aq(l,s) = ik, s) = (Z <‘””+k+l‘1“<p>'“) € EL.(C) € L,(C)

p=1 b’

Avec Ay <Z An(k, s)) = Ay (n(k,s)) = n®) (s)

Pour commencer montrons ces propositions :

Proposition 4.2.3. Soient s € C, k € N, P € R[X],

Vn € N, d% [P(¢)(An(k, s))], = [P(@)(An(k +1,5))],

Preuve : Soient s € C, k € N,

1)tk I (n)k )RR ()
Vn e N L (A, (k) = js(( Dl 1(>> (=)™ In(n)

esn(n) - ns = Ann<k + 17 S)

Pour P =Y ;- X, on a pour tout n € N* :

POk, )], = o (Z A+ Al s>>) = " A1, ) = [P(8) Ak +1,5)],

i=0
O
Proposition 4.2.4.

vue BY, vP e RIX], P() (Y u) =D P@)w) + | P©) (Y u) - PO)w)]
vue RV, vPeRX], P(9) (Y u) =D P+ | P©) (D u) - P@)w)|

Preuve : Soient u € RN, P =30 A\ - X* € R[X],n € N* on a [Yu, = >3, u; done :

P ()] Dk z_iA<z+z>:D<z+z)
=i (Zuz—uk)+ZZAk uspi = [P(0) (3o u) = P@)w)] + 3 P@)w)]

j=0 k=0
=[P(¢)(w)];
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Ainsi, au lieu de travailler sur les suites de la forme P(¢) (> u) avec P € C[X], il suffit de
faire I'étude sur les suites de la forme P(¢)(u). Ici, on travaille donc sur P(¢)(An(k, s)) plutot

que sur P(¢) (n(k, s))

Lemme 4.2.5. Soit N € N, on a l’égalité suivante :
Y /N
wel M Y (V)eut e o
=0

Preuve : Soient N € N et p € [0, N], on commence par voir que :

- N i e . N N!.(=1)¢ il
2(i)(—l)l.1(2—1)...(2—]9—1-1):Z(N_(i)!gl(i_p)!
N S ey N SNy N
_(N_p)!;(N—i)!(i—p)!_(N—p)!;(i_p>< 1) T (1-1)NP=0

Or puisque la famille (X(X —1)--- (X —p+ 1)))p€[O,N]]
écrire les polynomes X? pour p € [0, N], comme combinaison linéaire de cette base. De plus,
puisque ’équation est linéaire, on obtient donc que :

Vp € [0, N], ZN: <N>(—1)i-z‘p =0

- 1
=0

est une base de Ry[X], nous pouvons

Cette égalité va juste nous servir a démontrer le second lemme ci-dessous.

Lemme 4.2.6. Soient s € C, k, N € N, on pose P = 35 - (X + 1)V alors :

In(n)*

S nR(s)+N

3C (s, k, N) > 0,Vz € B(s, 1), ’ [P(6)(An(k, 2))]. C(s,k, N)

avec B(s,1) = {z eC } |z —s| < 1}. Cette domination des termes des séries est nécessaire
pour utiliser le théoreme de dérivabilité.

Preuve : L'idée de la démonstration est de voir que le polynoéme (X + 1) permet de passer d’'un

0 (%) b O (k)

(X + D(@)(An(, )], — S CUT L ((1 o) - 1)

(n+1)* ns ns

B (_1)n+18 1
o ns+1 + n—)o—i-oo ns+1

Donc le polynome P = S5 (X 4 1)V permet de passer O (£) a4 un O (== ).

1
n

Soient N € N, s,z € C, tel que |z — s| < 1. On pose un ng = [2(|s| + 1)NV| + 1, pour avoir :

1) 1
() VielO.N] nn, EEDL

(\]
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On prend pour commencer un i € [0, N] et n > ng, on a alors :

n+i*2:iz. 14t ) == —1) - 2(z ) (2 —j) (iV
= (100) 1Sy ser.orl=g) ()

|
7=0 J: _

—ci(2)

Or, on majore les |z| +1 < |s|+1+1< (]s|+1)(l+ 1) pour I € N.

‘(—DJVH?;SHZ Ml T (sl + D@+ 1)

J! J! J!

lej(2)] = = (Is|+ 1)’

Toutes la dépendance en z du reste que 'on veut majorer par avec cette majoration et cette
autre-ci R(z) > R(s) — 1, car |R(z — s)| < |z — s| < 1. Majorons ensuite le reste de la somme

1
correspondant au —_—
P n_,OJroo RSN+

RI(Z%LN):%' *i (—1)j-z(z+1‘)---(z+1—j)'<£)j:iz, f ¢;(2) - (i)j

j=N+1 J=N+1

+o00 . j +oo l ;
: 1 ils| + D\ & i (s| + DY 1\ _ Gi(s,i,N)
Bz 8 NS S5 EN:I( n S @D N ; 3) S e
J=N+ =

avec O1(s,i, N) = 2iVT1(|s| + 1)V*1, on veut juste I'indépendance en n et en z. De plus, on
observe qu'il existe un constante Cy(k, i, N) > 0 tel qu’on ait :

' k,i, N
In(n+i) = In(n)+In <1 + %) —i—Z ( ) +Ro(n, ki, N),  |Ra(n, k,i, N)| < %

Donc par produit, on peut trouver une constante C3(k,i, N) > 0, tel que :

N k
| a |
m(n+ ) =33 bl k) Hf;j) i+ Ry(n, k,i,N), |Rs(n,k,i,N)| < j;(vjl Cy(k, i, N)

p=0 ¢=0

En faisant le produit des dévellopements limités, nous pouvons dire que :

k
In(n 4 2)" ln (n)?
» .
(n+@ = ZZ@M —5 1 + Ry(n, 2, k,i, N)
p=0 ¢q=0
N In(n)?
R4(n,z,k,i,N) = Rl(n72) ’ (ZZbP,Q<Zak) p Zp)
N—— =0 g=0 n
IS~k ~
<C-In(n)k
R i\’
+ Rg(n,z) : - ZC](Z) (—) +R1 Rg
N—— n - n N——
In(n)k ~~ I=0 ok
SSRGS < <5 ()



Il existe une constante Cy(s, k, N) > 0, (que I'on suppose indépendante de i € [1, N] car on
prends le max sur i € [1, N]) tel que I'on puisse majorer le reste final Ry(n, z,k,i, N) :

k

In(
I(lnn—:_zl B Z Z Ipal

p=0 ¢=0

| 1n<>
Lot Ran, 2,0, N), [ Ran 2, bty V)] < ) (s, N)

On a fait tous le travail, il nous reste plus qu’a voir qu’avec le lemme précédent et le polynome
P=55-(X+1)N, onaVn=n,

[P(6)(An(k, 2))], = 2LN . i (]:[) Anpsslk, 2) = 2LN , i (N> (= 1)ttt ..ln(n + i)k

— =\ i (n+1)?
_ QLN é (]j) = <(—1L):+1 f;zk;apvq(s)ln;?q P+ Ry(n, 2, k,z’,N))
ENC) o -Iﬁ;qf;%q(z)mﬁ?q i:: (]zv) o %fﬁ( ) FRa(n 2 b, N)

Donc on a bien ce que 'on veut quitte a faire un max sur les n < ng, car Vn > ny,

Maintenant que 1’on a fait le plus dure, on peut passer a la preuve du théoreme, en s’aidant
du corollaire ci-dessous, provenant de 1’étude des suites consistantes.

|[P(e)(An(k, 2))], | <

Proposition 4.2.7.
Si 3P € C[X]| P(¢)(u) € L(C) et et P(l) # 0

alors ue EL (C)C L.(C) et Ai(u)=

Preuve : La démonstration du théoreme 4.2.2]:

Soient so € C,k, N € N, tel que R(—s) + N > 3 et posons P = 55 (X + 1)". Nous allons
montrer que le théoréme est localement vraie sur la Boule B(sp, 1) = {s € C | |s — so| < 1}
en utilisant directement la domination du lemme [4.2.6] Soit s € B(so, 1), on utilise d’abord la

proposition [£.2.4] :

Ym e N*, [P(¢)(n = > [P(e)(An(k, s))], + [P(¢) (n(k, s)) — P($)(An(k, )],
3C(s,k,N) > 0,Vz € B(s, 1), ( [P(6)(An(k,2))] | < %C(s,kﬂ) < w

On a donc Vs € B(sg, 1), P(¢) (n(k,s)) € L(C) car converge uniformément, car la série
> om0 [P(@)(An(k, s))],, converge normalement.
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D’apres la proposition 4.2.7, on a directement que : Vs € B(sg, 1), car P(1) =1,
Bk5) € L(C) et A (nk,s)) = lim (P(6)(n(k, 5)))
De plus, par la convergence normale, nous pouvons dériver la variable complexe s sous le

signe somme pour tout s € B(sg, 1). En effet, par la proposition [4.2.3 on a :

Vn € N, % [P(¢)(An(k, s))], = [P(&)(An(k +1,5))],

Donc il vient que Vk € N, Vs € B(sg, 1), puisque toute les dérivées, il y a convergence
normale :

vheN, & (ff [P(6)(An(k, 5 ) Z bk N, = - [P An(k + Lo,
Cette intervertigrzlolimite et dérivé se traduit directement sur l’équati;:l,o on a donc :
Vk € N, Vs € B(so, 1), % (A (n(k, ) = dils(nm (P(&)(n(k 5)))
—tim (45 (POt 5)) ) = tim (PO -+ 1,5)) = A (k-4 1,5)

On obtient alors que Vk € N, s — A (n(k, 5)) est holomorphe sur B(sg, 1) pour tout so € C
donc elle est holomorphe sur C tout entier! On en conclut que Vk € N, s +— A, (n(k, 3)) est
entiere. De plus, on sait que :

+oo ( 1)n+k+1 ln
Vk € N,Vs € {s € C[R(s) > 0}, n®(s)=>_

n=0

ZAnn (k,s) = Ay (n(k,s))

Par prolongement des fonctions entiéres, on conclut que Vk € N,Vs € C, n®)(s) = Ay (n(k,s)).

[

Corollaire 4.2.8. Soient s € C, k € N,

-1 n+k+1 | 1 k
Ak, s) = (( ) a(n) ) € EL,(C) C L.(C) avec A, (An(k,s))=0
n’ neN*
Preuve : C’est une application directe de I'existence de limite par la suite des différences.
Soient £k € N, s € C, on a :
n(k,s) € BLy(C) — An(k,s) € BLL(C) et A, (An(k,s)) =0

]

4.3 La formule d’Euler Maclaurin

Définition 4.3.1 (Les nombres de Bernoulli). Définissons par une récurrence forte les nombres
de Bernoulli B et une variante que je vais appeler B (plus cohérente pour notre utilisation) :

B0)=B(0) =1 et 5(1):_3(1):%
1 S (n+1
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Pour éviter d’introduire des notations inutiles pour la suite, nous allons appliquer la formule
d’Euler Maclaurin directement dans le cas particulier suivant.

Théoréme 4.3.2 (La formule d’'Euler Maclaurin :). Soient p € N*,f € CP([0, +00[) une fonc-
tion a valeurs complexes, Alors :

VYm € N,Vn > m, zn: f(k) = /n f(z )dx+f +Z FED f(k—1)(m>)_|_3p(f)
k=m m

Si on note f=V une primitive arbitraire de f sur [0,+o00, on peut simplifer I’expression pour
obtenir :

?v|h:

vm € N*,Vn > m, Z fk Z (f(kfl)(n) — f*U(m)) + R,(f)
k=0

k=m+1

avec le reste Ry(f) :

RO < G [ 1) e

(2m)P

Je ne vais pas démontrer ce théoreme. Il est un minimum connu. Nous allons cependant passer
un peu de temps a démontrer le théoreme suivant, en utilisant directement celui ci-dessus.

Théoréme 4.3.3 (La formule d’Euler Maclaurin :). Soient p € N*,f € CP([1, +00[) une fonc-
tion a valeurs complexes, on suppose de plus que :

fP(z) est intégrable sur [1,+oo] et que fP(x) — 0

T—-+00

Si on note fV une primitive arbitraire de f sur [1,+oo[, on peut simplifer I’expression pour
obtenir :

n>23C,€C, Y f(k) Z )+ Cr e o(1)
k=1

n—-+00
~ n k-1 -~
Vn > 2,3C; € C, Zf(2k) = ]{;lﬁk FED(©2n) + C; + o(1)
k=1 k=0 : n—+00

n—-4o00

n 22, Y (=DM f(k) = (- ( %@’f—l)ﬂk—”(n)) +Cp =20+ o(1)
k=1

Ces formules vont nous étre tres utiles pour effectuer les calculs de developpement limité sans
effort. On aura en pratique, (grace a la consistance de 1) directement la valeur de la constante

Cy —2C; = n®™(s), pour s € C et k € N avec un f choisi adéquate. On va décomposer la
preuve en trois parties.

Lemme 4.3.4. Soient p € N*,f € CP([1,+o0]) une fonction a valeurs complezxes, on suppose
de plus que fP) est intégrable sur [1,+o0ol. On note fCY une primitive arbitraire de f sur
(1,400, on peut simplifer 'expression pour obtenir :

n —+00
vn>230€C, 31 Z w0 ([Tim)
k=1 "

n—-+o00
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Preuve : Supposons les hypotheses du lemme. On peut utliser la formule d’Euler Maclaurin
a f sur l'intervalle [1,400[. Ce qui donne, soit m,n € N;n > m,

/ fl 2 — f5 D (m)) + R, (f)

On peut simpliﬁer I’expression.

57 £ = (D )= £ )y LT g 57O b ) 6 4 )

> )= () = fE0m) + By(f)

k=m+1 k=
Posons (avec m=1), pour tout n > 1,
wn = SR = 30 P00 ) — g0 ()

k=2 k=0

Notre but est alors de montrer que la suite (u,) converge a une certaine vitesse. Pour cela, on
va majorer |u, 1 — uy,|, il y a alors beaucoup de simplification :

n+1 Bk 4 n+1
il =| 32 709 = 3 B0 1) = )| <RI < o [ 10
k=n+1 k=0 "

De plus, puisque on a suppossé f®) intégrable, on a par la relation de Chasle que (u,,) converge
et en posant [ sa limite, on a que :

[e9) 00 0o 4 k+1
1] = [ (uﬁzuw —uk) D DTN S MR
k=n k=n k=n
4 +oo )
— b
=1 < o | 119@)] e
D’ou le résultat voulue. O
Lemme 4.3.5.

k
VEEN, 2. =" (Z) (L1=2""1) By

m=0
Preuve Nous allons appliquer le théoreme pour f un polynome, soit p € N VeeR, f(x)=
(p71)! donc ¥ (z) = (;fpl—lk),, pout tout k € [—1,p — 1], on a de plus, f® = 0, en particulier
intégrable. Bref, f vérifie les hypotheses de la formule d’Euler Maclaurin (le théoreme |4.3.2))

avec
I 4 ("
RIS o | 170@]dr = s [0tz =0

donc on a I’égalité de la formule, le reste est nulle!

meNVnzm S f(k) Zﬁk(f Dn) — £ (m))

k=m-+1 =
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On fait de méme avec g(z) = f(2z) et h(z) = f(2z + 1) donc
Vk[=Lpl, (@)™ =280 (2), (@)™ = 280 (20 4 1)

. De plus, on sait que :

2n+1 n n
> k)= Z 1 (2k) + Z f(2k+1)
k=1 = =
—~ S
(D @n1)—f Z 2 )= D)+ £ @0 ) - 4D (-1))
k=0
P _
B - - 21
k=0 '
Or, avec la formule de Taylor, en dérivant jusqu’a avoir le reste nulle car f est un polynome.
™ (2n) @) | fP(2n) —~ ¥V (2n)
(m=1(2n+1) = Fm=D(2 f2n) =y =
S e ) = S0 T e T S T k;n(k—m)!
=0

En injectant dans le terme de droite de ’équation du dessus, on a :
p (k=1)(9
m— 1 (m _ om— 1 f ( n)
32 Bty 1) = 30 By e 3 S

OI‘, on Sait que Z%ZO Zizm = Zogmgkgp = z:(] Zm:O’ donc

k

k 1) 2 1—2rt
_ Brrlz(l o 2m_1 n) Z 2k 1 k: 1) (2n) — f(k—l)(_l) ) + %
k=0 m=0 " P
=(=1)P=*/(p—Fk)!

p k _ B ) ) ) )
(1 — 2m l)ﬁm ok 1619 (k—1) B ok 1/Bk(_1)p+1 k (1 _op 1)61)
k=0 (mzz() ml(k—m)l k! > 0 (2n) = % RIOE] i .

iS]

En faisant tendre n vers +oo, par des équivalents simples, on a nécessairement que f*=Y(2n) —

400 pour k < p:
p—1 k _ —
(1-2"N8, 2*'8 _
> (Z ml(k—m)! Kl k) [en=c

—_——

N — +o00

Avec 1 1 1 1 1
2P~ ﬁp a (1 —2m= )Bm - 2m= (_1)p+ _mﬁm (1 — 2P )ﬁp
P! _Z ml(k —m)! +T;) m!(p —m)! * p!

On a ainsi montré pour tout k € N,

i (7:) (1—2""18, =2""8, et méme i <7Z) 21 (1), = (1 — 251) Bu(—1)F

C:

m=0
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Preuve : La démonstration du théoreme 4.3.3|:
Soient p € N*,f € CP([1, +o0|), tel que f® est intégrable sur [1, +oo[ et que fP)(x) — 0.

T—+00
Si on note £~V une primitive arbitraire de f sur [1, +-oc[, en utilisant lemme sur f, on
a puisque f®) est intégrable :

¥n>23C,€C, Y f(k) Z n)+Cy+ o(1)
k=1

n—-+o00

Puis sur z — f(2x) et sur x — f(2z + 1),

~ n P k—1 ~
Vn>2,3C,€C, Y f(2k)=) Zk—,ﬂ’“f““)(zn) +C+ of1)
k=1

k=0 . n——+00

_ n p 2k—1 _
Vn>2,3C,€C, Y f2k+1)=) —ka(k_l)(Qn +1)4+C;+ o(1)

k! n——+0o0o
k=1 k=0
On a maintenant toutes les données pour établir le dernier résultat.
Pour N = 2n,
2n 2n n ﬁ N
SO0 fR) =) f(k) =) 2f(2k) = Z k’;’ (1—2-251) fE=D2n) 4 Cp — 20 + o(1)
k=1 k=1 k=1 k=0 n—+00

n—-+00

= (—1)>*! (Z i’j (28— 1) f<’“—1>(2n)) +Cp— 205 + o(1)

Pour N =2n +1,
2n+1 n 2n+1

hS]

S O(=DFf(R) =D 2f2k+1)- ) f(k) = % (2" = 1) f& D (2n+1)+2C; —C+ o(1)
k=1 k=1 k=1 k=0 n—+00
= (—1)%+2 (Z % (2" — 1) f5 D20 + 1)) +2C; — Cp+ o(1)

k=0 n—+o00

II nous reste plus qu’a montrer que Cy — 20y = Qéf — Cy, c'est-a-dire que Cy = Cf + éf.

Pour Cela, on sait que,
2n+1

Z fk) = Z F2k)+) 0 f(2k+1)

> D@+ 1) + ¢ _Z 2k HFED(2n) + fE D20 + 1)) + Cp + Cp + o(1)

n—-+oo

3 B (1 — 2m71)f(m71>(2n +1)— Z 9h=15, FED@2n) = Cp+ Cp — Cr + o(1)

m=0 k=0 k! n—+oo

Comme pour le lemme [4.3.4] on utilise la formule de Taylor-Lagrange, en dérivant jusqu’ p car
f est de classe CP. 3¢,,,, €]0,1],

2n) o P20+ &)

(m 1) 2 1 1k m ( 1p+1 m m,n

e Z G—mt -+ 1—m)l
= o(1)

n—-+oo

J
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( B (1 — 27~ 1) Z2klﬁk> FED@2n) + o(1) =Cp+Cy — Cp + o(1)

k=0 m' k m k=0 k' n—-+0o0o n—-+00

—0

On a donc que Cy = Cy + C_f, ce qui finit la preuve :

n

Vn 2, 3 (DM (k) = (-1 (Z 1/ n >> +Cyp —2C; + o(1)

k=1 n—-+00

4.4 Les développements limités des sommes partielles de 1 et de ¢

Définition 4.4.1. Pour simplifier les expressions ci dessous, nous introduisons les notations
sutvantes :

1
Vk e N, B, lek“" nombre de Bernoulli sauf en 1, /1 = % =—bB
== Si k=-1
Vk > -1, H(sk):= 0 Si k=0
S S k=1
s+1 (s+1Ds(s—=1)-..-(s—k+2) I'(s+2)
Vs € C,Vk € N = —
sEVRER ( k ) K (s — k1 2)k!

On poserons trés souvent V) une primitive arbitraire de f, que Uon fizera une fois choisie.

Remarque 4.4.2. Par convention, on peut retrouver la valeur de H en O car c’est une somme
vide et en —1 car on a alors :

—1
H(s’_l)zzs m Z s—m:s—i-l

m=0 m=—1

En effet, je pense que le meilleur moyen de généraliser une telle somme qui a pour terme
générale la suite (f(k))r ot f est une fonction assez réguliére, c’est de poser la convention :

b a—1
Va,beZ, Y f(k)=— Y f(k) avec f Zf
k=a

k=b+1 a

Q
,_.

T

Dans la suite, nous allons pleinement utiliser les théoreme [4.2.2) et [4.3.3] pour obtenir celui-ci :
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Théoréme 4.4.3. Soient s € C\ (NU{—1}),p € Z tel que R(s) —p+1>=0> R(s) —

Sk = (S+ 1) BT =)+ o)
k=1

5+ 1 n—+oo

st In(k) = Z <5 + 1) Br(ln(n) + H(s, k —1))n°=* (=5) + of1)

k=0 k s+ 1 n—-+00

SR = (1 (Z ( A 1) A ) T (=s) + o(1)

k=1 n—s+o0o

P s , (In(n s,k — E _ 1 \ps—kt1 ,
Z(_l)k+1ks ln(k‘) — (_1)n+1 (Z ( ‘]: 1) ﬁ (1 ( )+ H( k 1))(2 1) + )_n (_S)+ 0(1)

1
k=1 k=1 s+ n—+4o00

Pour commencer, on va toujours prendre un s € C\ (NU{—1}) et un p € N tel p > R(s) +2
Nous allons optimiser ce p a la toute fin de la démonstration du théoreme. Ensuite, on montrera
un résultat plus précis lorsque s € N. Puis, on traitera le cas s = —1 séparément.

Lemme 4.4.4. Soient s € C\ (NU{—1}),p € N, posons Vx € [1,+o0[, f(x) = 2° et
g(x) =In(x)z® , alors f et g sont de classe C* sur [1,4o00| et
fEU(@) (s+Ds(s—1)---(s—k+2) e (8 + 1> DAL

Vk € N,Vz € [1,+o0], o k(s + 1)

(k—1) 1 s—k+1
Vk € N,Vx € [1,400], gk—'(x) = (S—l: )xs+ . (In(z) + H(s, k — 1))

Preuve : Pour les primitives :

f(fl)(l’) _ 1 s+1
veellbrol T =onr D f
donc f"Y(x) = 2° = f(x).
g @) 1 s+1 _en : _ 1
Vo € [1’ —i—OO[, ol = (3 n 1) - T (ln(x) + H(S, —1)) = (S n 1) <1Il($) (S + 1)>

done ¢/ (z) = 2° - (In(z) - gy ) + £+ L = g(@).

Nous allons le démontrer directement pour les primitives, puis par récurrence sur k > 1
C’est immédiat pour k = 1. Soit k > 1, si Vo € [1, 400,

FED(g) B (s + 1) 5k Alogs ¥ (2) - (s + 1) s—k+1az5*k B (S + 1) x°

k! k s+1 (k+1)! k E+1 s+1 k+1)s+1

SiVx € [1, +o0],

(k=1) (4 s 5=kt
g k!( ):( Zl) (In(z) + H(s,k — 1))



(k) 1\ s — 1 x5k 1\ z*++1 1 — 1
9" () :(8+ )s k+1zx (1n(x)+H(s,k—1))+(s+ )x s—k+

(k+1)! k k+1 s+1 k) s+1 z(k+1)(s—k+1)
(k) s—k s—k
g\ (x) s+1\x 1 s+ 1\ x

= 1 H(s,k—1)+ —— | = 1 H(s, k
(k+1)! <k+1>s+1(n<x>+ (s, )+3—k‘+1 kE+1 S+1(n(x)—i— (5. 4))
On finit par le principe de récurrence. n

Lemme 4.4.5. Avec les mémes notations que le lemme précédent :
VhENVa € [I, 400, 27 D (2r) = 2 f6(a)
Yk €N,V € [1, oo, 271 g*D(22) =27 g* V(@) + In(2)2° - f* 1V (2)

Preuve :

_ _ s+ 1\ )R s 1\t
2t e =2 () B = () =

+ 1 2 s—k+1
gk=1. g(k=1)(9g) = k=1 (5 i )%(ln(Zx) +H(s,k—1))

=2° (S Z 1) %(ln(aﬁ) + H(s,k—1)+In(2)) =2 g% V(z) + In(2)2° - f* D (2)

]

Sip > R(s) + 2 alors la dérivée p® de f et de g vérifient les hypotheses du théoreme [£.3.3]
C’est-a-dire :
fP(x) est intégrable sur [1,400[ et que fP(z) — 0

T—>+00
En effet, R(s) —p < —2 donc Vx € [1,400],
1 1
P < B0 <L et (e <
T T

Lemme 4.4.6. Soient s € C\ (NU{—1}),p € N tel que p > R(s) + 2, alors ils existent deuz
constantes Cy,Cy telles que Vn > 2,

s = 3 P tonm) 4 0p 4 o)
k=1 k=0

n—-+o0o

n—-+o00

1) = (1) (Z LI l)f"“‘”(n)> +(1=27Cr + o()

n—-+o0o

—>N”m0+u—fﬂ%—mwfw%+dw

N
|
—
SN—
ol
+
—
@
—~
E)
N—
|
—
S—
3
+
A
N
[]=
Ea RS
~—~
[\
ol
—
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Preuve : On applique alors le théoreme a f dans un premier temps, puis ensuite a g. Il

existe alors deux constantes C', C} telles que Vn > 2

n 2_
kz:;f Z n)+Cr+ o(l) et Zf?k Z k'ﬁkf(k1(2n)+0f—l— o(1)

n—-+o0o k=0 n—-+00

Or d’apres le lemme précedent, on a,

> 2Ky =20 f(k) Z 2f’“1 )+ Cr+ o(1)
k=1 k=1

n—+400

donc

2°Cy + o(1) :25< fk) — %f(kl)(n)) —Cr+ o(l) = 2°Cy =y
. !

n——+0o -1 k=0 n—-+0o0o
d’ou Cf — QCNf = (1 — 28+1)Cf.

Pour g, on a deux constantes Cy, C, telles que Vn > 2

n 2]4, -
Zg Z g* V(n)+C,+ o(1) et ZngZ CAC g*D(2n) +C, + o(1)
k= ”—H‘OO k=0 k n—+o0

Par un processus similaire avec le lemme précedent, on a :
~ p ok— 1ﬁk (b1
Cy + n0~>+oo Zg (2k) o =gk (2np)
s . 8 : .
=32 gl @2 ) -3 k’? (27 gD (n) + In(2)2° - £ (n)
k=1 k=0
( ﬁk .g(k—l)( ) (2 (Zf Z =1 )
k= k=0
—Cyto(1) —Cpto(1)
d'ott le résultat C, = 2°C, + In(2)2°C, done €, — 2C, = (1 — 271)C, — In(2)21C; O

Preuve : La démonstration du theoreme [4.4.3| :
Il nous reste plus qu’a remplacer les fonctions f et g par leur valeurs avec les formules du
lemme [4.4.4] et de montrer que :

Cr=((=s) . Cy=—((-9))
(1—=2tHCr =n(-s) , (1-=2""1HC, —In(2)2°1'C; = —1/(—s)

On va d’abord montrer les formules dépendantes de 7. Puis, on en déduira celles dépendantes
de (. D’apres le théoreme |4.2.2] et son corollaire 4.2.8] on sait que :

(Z(—l)’”lf(k)) = (Z(—l)“lks) =1(0, —s) € EL{(C) ~>1(—s)

k=1 n k=1
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3

(Z(—l)k“g(m) =—(

Vs e C,VkeN, An(k,s)=

(—1)t ln(k)ks> = —1(1,=s) € EL(C) ~~> —1(—s)

1 n

(=D In(n)*

nS

I

) € EL.(C) avec Ay (An(k,s))=0
neN*

On a alors tout pour conclure :

n

S (1)) = <—1>"“-< %(Qk—l)f““‘”(n)> +(1=27Cr + o(1)

k=1 n—-+o0o

S -1k = (e (Z SRE—— H) H(1 =2+ of1)

s+1

k=1 k=1 n—+oo
n p k
s+1 28 —1 -
Z(_l)k-I—lks _ Z ( i ) ﬂki — ) ((_1)n+1ns k+1) +(1 . 25+1)Cf + O(J'l_)
~~ n—+o00
k=1 k=1 nmo N’
(=) B

Donc n(—s) = (1 — 2571)C; par la formule qui relie n et (. On a C; = ((—s). De méme,

SO (=DFg(k) = (~1)" (Z B 1>g<k-1><n>) +(1 -2, — In(2)2Cr + of1)

k=1 n—+oo

S (=DM E (k) = (5 Z 1) —ﬁkf+_1 2 (=1 (In(n) + H(s. k = n*"*"))

~~
N / ~rp (0
~~

n—-+oo
~rp =1/ (—s)
n——+oo

=(1-2""HC, —n(2)2°T'C; + o(1) ~~~ (1210, — In(2)2°1'C = —1/(—5)

N—y 400 n—-+o00

Donc —7/(—s) = (1 — 2°t1)C, — In(2)257'((—s). En dérivant la formule qui relie n et ¢, Vs €
C\{=1}, (=)= (1 —2")((=s),

Vs € C\ {1}, —n'(=s) = —In(2)27"'¢(=s) = (1 = 2")¢'(=s)

on a Cy = —(’'(—s). On a finit, il nous reste plus qu’a remplacer ces constantes et les dérivées
de f et g dans les formules du lemme {4.4.6|

Maintenant, nous allons optimiser le p, au lieu de prendre tel que p € N et p > R(s) + 2, on
peut le choisir dans p € Z tel que R(s) —p+ 1> 0> R(s) — p. On a ainsi pris p tel que :

n Pt £ o(1) et n*P = ofl)

n—-+o0o n—-+o0o

32



Théoreme 4.4.7. Soient s € N, (ici, on a prisp=s+1)

n . s+1 s+ 1 ﬁkns—kﬂ
2 =3 (") e

k=0

n s+1 s ; kE_ ns_k, 1
Z(_l)kJrlks _ (_1)n+1 ( ( _]:1> B (2 1) i ) +77(_5)

— . s+1

Avec encore :

Z k¥ In(k) = (S + 1) Br(In(n) + H(s, k — 1))n*F*

—((=s) + o(1)

k s+ 1 n——+o0o

k=0

S 1) ) — (-1 (Z ( : 1) Bi(In(n) + H(s, k — 1)) (2" = n>++ )—n’(—8)+ o)

s+1
k=1 k=1 + n—+o0

Preuve : 1l faut refaire toute la preuve précédente en remplagant f et g et leurs dérivés par
Ve e [l,+oo[, f(z)=2a°et g(x)=In(x)z*, donc

(k—1) s—k+1 (k—1)
vafe[l,—i-OO[,ijgS—l—l, f—(‘%‘): S+1 ‘ y Vk>8+17f—(x):0
k! k s+1 k!

(k—1) 1 s—k+1
Vo e[l tool Wk <s 1, ) _ (SZ )st (In(z) + H(s, k — 1))

k!
(54K) (1 —1)F 1k —1)!
Vo e [l,+oo k>0, L@ _ (EVT(k-D)
s! xk
Puisque les dérivées (52 vérifient les hypoheses du théoreme [4.3.3] On peut Pappliquer en
remarquant que le reste pour la fonction f est identiquement nulle, car les dérivées de f sont
nulles & partir de la dérivée s+ 1. Ceci donne que une égalité sans o(1). Ensuite, on applique

la méme démarche que la démonstration du théoreme précédent O
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4.5 Valeurs particulieres de ( et de n

Nous allons maintenant retrouver des valeurs particulieres de ( et de 7. En effet, des le
théoreme 4.2.2| et son corollaire [4.2.8 nous aurions pu montrer directement ceci au moins pour
les premieres valeurs :

u onm+1\ 1 1) 1
—]_ k_lk: —]_ n—1 - A~~~ —]_ — —
> (1= (=) ()41 o wen-;
n~>+oo\6 (2)
= _ +1) (1)
)12 — ()t n(n ey _o) —
> (-1 = (1) ) e g-2) =0
e 0 (2)

n——+oo

(1) d’apres le théoreme [£.2.2]  (2) d’apres le corollaire [4.2.8]
Mais nous pouvons maintenant généralisé facilement cette méthode grace au théoreme

précédent qui nous dit :
Soient s € N, (ici, on a pris p = s + 1)

n . s+1 s+ 1 Bknsfk+1
I

k=0
- +11.s n+l - s+1 5k(2k _ 1)ns—k+1
;(—1)’C k= (-1) (; ( 3 ) ] > +n(—s)

Alors, il suffit par exemple de prendre n = 0, pour obtenir :

0 . s+1 s+1 /Bkoskarl s+ 1 /Bs—i-l
=3 k= () = () S e

k=1 k=0
0 s+1 _
NS e gy S+ 1) Bu(2t — oe et B o)
0= DD = (E( LA )+77(—s)—— e

Donc on obtient les valeurs de ¢ et n sur les entiers négatifs :

; ; 28+1 -1
. ﬁ +1 ot 77(—8) _ 5 +1( )
s+ 1 s+ 1

On retrouve ainsi les zéros triviaux de ces fonctions car on a Vn > 1, 5,41 = 0, donc
Vn =1, ((—2n) =n(—2n) =0.

Vs eN, ((—s)=
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4.6 Des équivalents remarquables

On va maitenant trouver les équivalents simples de [[_; k" pour s € C\ {—1}. Pour cela,
on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 4.6.1. Soient (u,), (v,), (w,) € CN et C € C tel que :

Z ug In(k) = wy, In(n) — v, + C + o(1)
k=1

n—-+00

Alors,

n w
n n
| | kuk ~ 60 .
pie) n—+00 evn

Preuve : On ne peut pas composer les équivalent mais on peut passer a la limite et appliquer
la fonction exponentielle.

n—-+o0o

Z u, In(k) —w, In(n) +v, — C
k=1

Un

o up C
eXp (; Uk ln(k) — Wnp ln(n) + U+ U") - kli[l K eWn In(n) n:)oo €

d’ou le résultat,

n Un

€
| | [ ~ Y.
n¥n n—+oo

k=1

]

Nous allons maintenant appliquer directement ce lemme sur les formules des théoremes
et 4.4.7, ce qui nous donne les formules suivantes :

Théoréme 4.6.2. Soit s € C\ NU{—1} prenons p € N et R(s) +1 > p > R(s), c’est-a-dire
p=[R(s)+1],

LA (') nZhe ()50
n—-+oo _ ZP (s+1) ,BkH(S,k‘fl)nS‘Fl*k?
k= e k=0 \ k& s+1
e : iy ko =C(=s)
H k‘k ~ e_C (_8) X
n—-+00 nstl < (erl) 5]§H(S,k—1)n5+1*]c
k=1 e(s—‘,—l)2 k=2 \ k s+1

Avec By, le k'™ nombre de Bernoulli (sauf en 1, 31 = %1)

Avec H(s, k) = Zk_l lm, en particulier : H(s,0) =0 et H(s,—1) = =%

m=0 s— s+1
s+1\ _ (s+1)s(s—1)-....(s—k+2) _  T'(s+2)
Avee (1) = k] = T(s—kt2)k!

En faisant plus attention aux valeurs de s et p, pour que ce soit défini, on obtient ceci avec
les premiers coefficients explicites :
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ns-i—l nS sns_l s(s—1)(s—2)r s—3
i n s+1 +T T == 7820 L +
T[H ~ oo
n——+o00 ns+1 _nsfl_i_(l_'_ 1 + 1 )s(s—l)(s—2)n5—3+
k=1 €(5+1)2 12 s ' s—1 " s=2 720

Remarque 4.6.3. On retrouve la formule de Stirling, avec s =0 et doncp =1,

n L—H_Fﬁ 1/2
o (p=1) _,r/_ NSt T2 (s=0) nt /
n!:Hkk (pfv)eg(s)xT(N)eC(O)x .
) n—-4o00o €(S+1)2 n—-40o0o &
1
, n'"ta n\"
nl o~ e <0 x ~ 2mn (—)
n——+00 e n—+oo e
/ _ In(27
On en déduit donc que e=¢'©) = /27, c’est-a-dire que ¢'(0) = — (2 )

Remarque 4.6.4. Mon équivalent favori est celui correspondant a s = 2 (donc p=3) :

IR, et Gnsnptosy
2 =3 A ns 5=2 _ n
H kk pN 6 C ( S) >< nS"rl nS—l ~ e C ( 2) X 'n,3 n
k.:l n—-+00 €(s+1)2 713 n—-+00 ej—ﬁ

En plus, on peut montrer que e=¢ 2 dépend des constantes e, T, ¢(3) :

(=2) _ ¢(3) ,
R N )

Donc on obtient une formule avec une constante tres stylé :

n (2n+1)n(n+1)

H 2 <(3) n 6

oE

Remarque 4.6.5. De maniere plus générale, on peut trouver le développement limité suivant.
Soient z € C, tel que |z| =1 et z # 1, m € Nya = (a1, ,a,,) € N, s € C, alors pour
n = ky, ona

n

Z 2k n(k)™ o™ (k)0 = 2t RN P, In(n), ., I (), ™ (n)) +C+ 0 (1)

n—-+o0o
k=km

ou C = A, (Zzzkm 2Pk n(k)a - lnm(k)“m) et P € C[Xo, X1, ..oy Xony, Xini1| de degré
au plus d =1+ [R(s)] + a1 + ... + am,
ot l'on définit par réccurence In™"' =1In"oln et ky = [P | + 1 avec kg = 1.

Nous pouvons déterminer C (comme pour la démonstration du théoréme , avec une
somme ot le terme général converge en O(n™P), en utilisant le polynome (X —z)EITIHP yalué
en ¢ : (Un)n — (Unt1)n, @ p € N fixé arbitrairement.

Ceci implique aussi l’équivalent "simple” du produit (voir le lemme )

Ce qui est remarquable c’est que 'on puisse déterminer la constante C' du développement
limité, sans expliciter le polynome P.
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