107 — Représentations et caracteres d'un groupe
fini sur un C-espace vectoriel.

Question.

Montrer que si G est fini, p(g) est diagonalisable pour tout g € G, ot p: G —
GL(V).

Réponse.

p(g)‘G| = 1 par Lagrange et X!Gl — 1 est scindé & racines simple sur C.

Question.

Soit p : G — GL(V) une représentation de caractére x, on note K, := {g € G |
x(g9) = x(1)}. Montrer que K, = ker p, en particulier K est distingué dans G.

Réponse.

Si g € ker p, on a bien x(g) = x(1).
p(g) est diagonalisable de spectre inclus dans U par la question précédente,
donc

Rix(g) = Y. RN <d=x(1)

A€SP(p(9))

ou d désigne le degré de p.
Donc si x(g) = x(1), alors pour tout A € Sp(p(g)), A = 1, et donc p(g) = id,
c’est-a-dire g € ker p.

Question.

Soit x1,...,Xn les caracteéres irréductibles de G, montrer que les sous-groupes
distingués de G sont exactement du type (,c; Ky, avec I C {1,...,n}.

Réponse.

Pour N <G, on considére p : G — GL(V) la représentation réguliére de G/N et

on décompose V' en somme de représentations irréductibles : V.= @ V;.
Alors N =kerp = kerp; = K,,.



Question.

Montrer que si V est de dimension finie, alors ﬁ > gec X(9) €N

Réponse.

On peut par exemple définir

1
P > plg)

geG

et remarquer que p(g) op = p pour tout g, et donc p est un projecteur. Sa trace
est alors la dimension de son image.



