204 — Connexité. Exemples et applications.

Question.

Pourquoi Q est non connexe ?

Réponse.

Parce que Q peut s’écrire comme union disjointe de deux ouverts de Q :

Q= (]700’ \/i[ﬂ@) U G\/Z +OO[QQ)

Question.

Soit f continue. Montrer que si un ensemble X est connexe, alors f(X) lest
aussi.

Réponse.

Soit A C f(X) un ensemble ouvert et fermé. f~1(A) C X est ouvert et fermé
car f est continue, donc f~1(A) = X ou f~1(A) = @ car X est connexe, donc
A=f(X)ou A=o2.

Question.

Montrer que 'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Réponse.

Un segment est connexe donc son image par une fonction continue est un connexe
de R par la question précédente, donc est un intervalle. De plus, un segment est
compact donc f y atteint ses bornes.

Question.

Pourquoi GL,,(C) est connexe ?



Réponse.

Soit A,B € GL,(C). La fonction ¢t +— det(tA + (1 — t)B) définie sur C est
polynomiale donc s’annule exactement sur un ensemble Z fini et 0 et 1 n’appar-
tiennent pas & Z car A et B sont inversibles. Or C\ Z est connexe, donc si 7
est un chemin reliant 0 & 1 dans C\ Z, alors ¢ — v(t)A + (1 — v(¢))B est un
chemin reliant B & A dans GL,,(C).

Question.

Soit G un sous-groupe de GL,,(R). Donner un sous-groupe connexe et non trivial
de G (81l en existe).

Réponse.

Soit e I’élément neutre de GG, montrons que C(e), la composante connexe de e
dans G, est un sous-groupe de G.
L’application

p:Ce) x Cle) — G
(9:9) — g9’

est continue donc p(C(e) x C(e)) est connexe et contient e donc est inclus
dans C(e). En raisonnant de méme avec g — ¢!, on montre que C(e) est un
sous-groupe connexe de G.

On remarque que s’il existe un sous-groupe H connexe et non trivial de G, alors
C'(e) est non trivial car e € H donc H C C(e).



