261 — Fonction caractéristique et transformée de
Laplace d'une variable aléatoire. Exemples et
applications.

2013 — 2014

Question.

Soit X; des variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli, N ~ P()\) et Z :=
Ef\;l X;. Déterminer la loi de Z.

Réponse.

Calculons la fonction caractéristique de Z.
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qui est la fonction caractéristique d’une variable suivant une loi de Poisson

P(Ap).



Question.

Soit X une v.a. & valeurs dans Z, montrer qu’il existe ¢ tel que ¢x(c) = 1.

Réponse.

ox(2m) = E(e?™) = 1.

Question.
Soit X une v.a. a valeurs dans a + bZ, montrer qu’il existe ¢ € R* tel que
lpx(c)] = 1.
Réponse.
On pose X = a +bY,
[px (0)] = [E(" (M) = |e" B (e,
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On pose donc ¢ := 7.

Question.

Montrer que s’il existe ¢ # 0 tel que |px(c)| =1, alors X est a valeurs dans
a+ bZ.

Réponse.

On a 4
lox (o) = [E(e")| =1

et _
lox (e)] < E(le"¥|) =1



donc |E(e?“X)| = E(Je?*X|). Montrons que cX est constant modulo 27. Pour f
intégrable, tel que | [ f| = [ |f], il existe « tel que
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On a donc |f| = R(e'f) car |f] — R(e!*) > 0. On en déduit que Pargument de
f est constant.
On a donc que cX = 6[27], d'ott X € & + 277,

Question.
Montrer que s’il existe c,d # 0 avec § ¢ Q tels que |px(c)| = [px(d)] =1,
alors X est constante.

Réponse.

Supposons X non constante, alors par la question précédente il existe k1 # ko
et Iy # l5 tels que
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D’ou

or § ¢ Q, donc c’est absurde.



