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Question.

Déduire du théoréme de Le Cam qu’une suite de variables aléatoires (Sy,)n>x
suivant une loi binomiale B(n, %) converge en loi vers une variable aléatoire Z
suivant une loi de Poisson P(A).

Réponse.

On a, par le théoréeme de Le Cam,

Question.

Peut-on le démontrer autrement ?

Réponse.

Ona (M) ~2Zret (1-2)""=(1-2)"(1-2)" ~ e Do

d’ou le résultat.



On peut aussi utiliser les fonctions caractéristiques.

-5 )6 ()

et si Z ~P(N),

Le résultat vient du théoreme de Lévy.

Question.

Pourquoi une somme de variables aléatoires de Bernoulli est une variable
aléatoire binomiale ?

Réponse.

Soit X = X5 + ...+ X, avec X; ~ B(p) indépendantes, alors

k) = <Z>IP’(X1 =1, Xp=1,Xps1 =0,...,X, = 0)

d’oti le résultat.
On peut aussi utiliser les fonctions génératrices. Pour s € |—1, 1[, on pose

“+o0
G(s) =E(s¥) = > s"P(X =n)
n=0
par le théoréme de transfert. On a donc, si X ~ B(n, p),

G(s) = f s*P(X = k)
k=0

_ - gk N\ ki \n—k
—kz:% (k>p (1-p)
=(ps+1-p)"

La fonction génératrice d’une loi de Bernoulli B(p) est donc s — ps+1—p, d’ou
le résultat.



Question.

On considére un scrutin avec deux participants A et B, ou A a obtenu a
votes et B a obtenu b votes. On suppose a > b. Calculer la probabilité que A
reste en téte des votes tout au long du dépouillement.

Réponse.
On note X; := 1 si le i€ bulletin est pour A et —1 sinon. On note
N y(n) = card{trajectoires allant de = & y en n étapes}.
Alors si o désigne le nombre de fois o on fait +1, N, (n) = () ou 0. En

utilisant le fait que a + 8 =net a — 8 =y — x, ou [ désigne le nombre de —1,
on obtient o = w lorsque ceci est entier. On a donc

lorsque ceci a un sens.
On note maintenant
N, (n) = card{trajectoires allant de = & y en n étapes qui touchent 0}.

Par un argument de symétrie, on a Ny (n) = N_, ,(n), d’ott

% n
Nx,y(n) = <n+y+m> .
2

On doit alors avoir que le premier vote est pour A et on doit compter le nombre
de trajectoires entre 1 et a — b qui ne touchent pas 0. Ce nombre de trajectoires
est

. a—bla+b
Niesln=1) = Nyl -1 = 222 (770).

s 2 , —b
La probabilité cherchée est donc Z—er



