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Analyse pour lagrégation, Zuily-Queffélec (pour Khintchine).

Développement pour les lecons :

— 249. Suites de variables de Bernoulli indépendantes.

— 261. Fonction caractéristique et transformée de Laplace d’une variable aléa-
toire. Exemples et applications.

— 262. Modes de convergence d’une suite de variables aléatoires. Exemples et
applications.

— 263. Variables aléatoires a densité. Exemples et applications.

— 264. Variables aléatoires discretes. Exemples et applications.

Résultats :

Apres avoir défini les variables de Rademacher, on montre quelques résultats :
. une formule d’analyse : [] cos(t/2%) = sin(t)/t,

. les variables de Rademacher forment un systéme orthonormé dans L?(12),

1
2
3. un cas particulier de la loi des grands nombres,
4. lI'inégalité de Khintchine,

5

. un exemple de va a densité non indépendantes et de covariance nulle.

Soit I’espace probabilisé €2 := [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue .

Définition : Pour X une va de Bernoulli, on définit R := (—1)* =1 — 2X.
R est appelé une variable de Rademacher. Autrement dit, la loi d’une variable de

1 1
Rademacher est 55,1 + 551.



1. Résultat d’analyse :

On sait (développement dyadique) que tout w € 2 peut se mettre sous la forme
suivante :

n>1
ou les X,, := Z 1Lj1/9n 1 /271 sont des va de Bernoulli indépendantes. Alors
k=1
nous avons 1’égalité suivante :
R, (w
> 251 .

n>1

Autrement dit, la suite (Y;,) définie par

he X

converge presque partout (en fait sur tout 2) vers la va définie par
Y :w+— 1—2w. Comme la convergence presque partout implique la convergence
en loi et donc la convergence simple des fonctions caractéristiques, on obtient :

Ry,
ok

int
‘ ﬂ, sit#£0,
prat) > oy (t) = [ @0 = {
[0,1]
1, sit=0

Or :

oy, (t) = th ) = J]E(

k=1

Z Hcos <2k)

D’ou le résultat d’analyse suivant :

t int
vVt € R*, lim Hcos(2>zsm.

n—-+o0o

Application : ?



2. Famille orthonormale :
Les R,, sont des va indépendantes donc :

pour n # p7/[ ]Rand)\ =E(R.R,) = E(R,)E(R,) =0,
0,1

(R,)2d\ = / 1) = 1.
6

pour n = p,/
(0,1]

Ainsi, les R,, forment un systéme orthonormé dans L?((2).
Application : la démonstration du point 3.

3. Loi des grands nombres :

Ri++R,
e

Ri+---+R: 2
(Tn>2:1T+7 Z R;R;,

1<i<j<n

On note T,, := On a:

d’ou :

et donc, d’apres le théoreme de Beppo-Levi, on obtient :

E (Z(TPQ)Q) = S E((T))?) = sz < +00,

p>1 p>1 p>1

Z(sz)2 est positive et d’intégrale finie, la série converge donc presque siire-
p=1
ment et son terme général tend vers 0 presque stirement.

Soit n € N*, n > 2. Ip € N* tel que p? < n < (p+ 1)? et alors :

Ry + -+ Ry| < |Ry+ -+ Rp| + |Rpgq| + -+ + | Ry
<|Ri+- -+ Rpel+n—p°
<|Ry+-++ Rpe| + (p+1)* = p?
§|R1+"'+Rp2|+2p



Dot : |T,,| < |Tp2| +2/p et donc T, — 0, ce qui donne :

X, +...+ X 1
Mt ot JrR"%OzIE(Rl) O e e N
n n 2

4. Inégalité de Khintchine :

Proposition :

Soient Ry, ..., R, des variables de Rademacher indépendantes. Soit f € Vectg (R, . ..

Alors E(f?) < eRE(|f])%.
preuve :

On écrit : f = 3" a;R; et quitte & normaliser on suppose que E(f?)* = 1 =3 a?.
n
On pose g := [] (1 +ia;R;). Alors pour presque tout w :
j=1

S
£

I
=

1+ G?Rj (UJ)Q

<.
Il
—

I
=

—

+
k;gw

<.
Il
-

[\
=

exp(a3)

J

\/exp(z a?)

Ve,

d’ou : ||g]lec < +/e. En outre, Vj € [1,n], on a :

<
<

E(R;g) = E(R;(1 +ia;R;)) [ E(1 + iaxRk), par indépendance des Ry,
k]
= iaj, car E(R)) =0 et E(R3) = 1.

Or E(fg) = > a;E(R;g), donc [E(fg)| = 1, ce qui permet de conclure :



E(f*) =1
= [E(f9)I?
< E(|fg])?

< E(fD*llgll5
< eE(|f])*

Application : le théoreme de Weierstrass via les polynomes de Bernstein.

5. Un exemple de va a densité non indépendantes et de covariance
nulle :

Soit N une va de loi normale centrée réduite. Soit R une va de loi de Rademacher
indépendante de N. On considére Y := RN. On a :

PY<z)=P(N<zetR=1)+P(—N <zet R=-1)
1 1
= §]P(N <)+ §IP’(—N < x), par indépendance de N et R,

=P(N < z),car N et — N ont méme loi.
Donc Y est une va de loi normale centrée réduite. Puis :
Cov(X,Y) =E(XY)-EX)E(Y) = IE(R)E(XQ) =0.

Aussi les va X et Y sont non corrélées. Si X et Y étaient indépendantes alors
(X,Y) serait un vecteur gaussien or :

1
IP’(X+Y:0):IP’(R:—1):§, car X # 0 P — ps,

donc X 4 Y n’est pas gaussienne.



