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1 Introduction

Mon stage avait pour objectif la résolution de deux problémes en lien avec le domaine
de I'assurance. Pour pouvoir modéliser convenablement les problémes introduits, j'avais
besoin d’utiliser des notions nouvelles :

— La notion d’espérance conditionnelle, de martingale.
— L’intégrale d’'Ito, le calcul d’Ito.

En effet, les valeurs d’objets boursiers sont soumises a des fluctuations pouvant étre dé-
crites par des processus stochastiques. De fagon analogue a la physique, pour prévoir la
fluctuations d’un prix, il faut résoudre des équations différentielles dites stochastiques.
Ainsi ces parties du cours sont importantes pour comprendre de fagon générale les ma-
thématiques financiéres. Néanmoins certaines parties du cours ne sont pas réutilisées dans
les problémes.

Le travail de recherche retranscrira ma réflexion pendant mon stage. Il y a donc des résul-
tats obtenus qui ne sont pas ceux attendus et des directions prises qui ne permettent pas
de produire des résultats pertinents. Le premier probléme est construit a partir d'un cas
réaliste dont la modélisation est complexe. Le deuxiéme probléme fait suite & une volonté
de simplification du premier probléme, il est donc plus accessible.

2 Espérance conditionelle et martingale

Dans la partie cours, nous utiliserons les résultats sur le mouvement brownien et les
processus stochastiques sans les redémontrer car elles ont déja été traité en lectures diri-
gées. On pourra se référer au livre de Garllardo "Mouvement brownien et calcul d’It6 :
cours et exercices corriges. Paris : Hermann". Le cours ci-dessous repose sur les polycopiés
de Catherine Rainer "Cours de martingales en temps continu" et "Cours EURIA-Master
1",

2.1 Espérance conditionnelle

Dans la suite de ce chapitre, on travaillera dans ’espace de probabilité (€2, F,P). On
note X =Y si X =Y P-presque stirement.

Définition 1. Soit A un événement et X une variable aléatoire de (Q, F,P) intégrable,

on note :
E[X14]

BIXJA] = =55

Remarque 1. On remarque qu’en prenant X = lg, on obtient P(B|A) = E[1g|A].

Définition et propriété 1. Soit T une tribu de Q inclue dans F et X une variable
aléatoire (donc F-mesurable). On définit E[X|T] comme ['unique variable T -mesurable

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 2
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tel que pour tout A élément de T

E[X14] = EIEX|TIL]. (1)

Démonstration. Soit X une variable aléatoire.

La démonstration de ce théoreme utilise le théoréeme de Radon-Nikodym.

Dans le cas ou X est L2, on peut simplement appliquer le théoréme de projection sur un
convexe fermé en voyant F[X|T| comme la projection de X F-mesurable sur I'ensemble
des variables 7 mesurable.

Dans le cas plus général, on pose Q(A) = Ep[X14] pour tout A € T.

() est une mesure sur 7 et est absolument continue par rapport a P (en voyant P comme
une mesure sur 7).

En effet, pour tout A € T tel que Q(A) = 0, on a E[Z14] = 0 Donc le théoréme de
Radon-Nikodym nous assure qu’il existe une unique variable aléatoire Z T-mesurable tel
que Q(A) = Ep[Z14] pour tout A € T

On a alors Z = E[X|T] O

Remarque 2. La condition (1) est équivalente a E|XZ| = E[E[X|T|Z] pour tout Z T
mesurable et bornée.

En effet, Z est limite d’une suite d’applications qui sont des combinaisons linéaires d’in-
dicatrices T mesurables.

Définition 2. Soit Y une variable aléatoire de ’espace (2, F,IP). On pose alors E[X|Y] =
E[X|a(Y)].

Propriété 2.1.1. Soit (A;)icr des événements de la tribu T formant une partition dé-
nombrable de Q.
Alors on a :

E[X[Y]= ) E[X|A]L
el
Démonstration. En reprenant les notations de la propriété :
— Y ier EIX[A]14, est T mesurable.
— Soit Ae T

ZEX‘A]HAEA ZEX|A]]1A0A]

= E[E[X|A]14]
E[X1,]
_ B[X14].

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 3
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Corollaire 1. Soit Y une variable aléatoire de (2, F,PP) a valeur dans un ensemble au
plus dénombrable U. Alors :

EX|Y] =) EX]Y =y|Ly—y

yeU

Démonstration. On sait que (Y = y) pour y € U forment une partition de Q. Donc on
conclut grace au théoréme précédent et la définition de E[X|Y]. O

Propriété 2.1.2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a densité jointe fxy sur
R2. Alors pour tout h fonction bornée :

E[h = [o h(X) fxpy (z]Y)dz avec

fxiy (xly) _{ P si fy(y) #0

s(x) sinon.

avec s une densité sur R quelconque.

Démonstmtz’on Soit g une fonction o(Y) mesurable et s une densité sur R.
En posant ¢(y) = [, h(X) fxjy (z]Y)dz, on remarque que ¢ est o(Y") mesurable.
Montrons alors que E[g(Y)h(X)] = E[g(Y)o(Y)]

By M) = [ g)hie) fr o )dody

= /g(y) / h(x)fxy(z,y)dzdy (d’aprés le théoréme de Fubini)
R R

(z,9)

_/Rn{fméo} fy(y)g(y)/Rh( ) fY(yS

- x fxy(@,y) xdy car = =
_/Rm{fyﬂ} fY(Z/)g(y)/Rh( e (o) dzdy A\(fy = 0)) =0

= E[1{,2009(Y)0(Y)] + E[1{1,=039(Y)(Y)]
= Elg(Y)p(Y)].

>.<

drdy + E[1qp,—0yg(Y)h(X)]

]

Propriété 2.1.3. Soit X une variable aléatoire intégrable et G une tribu incluse dans F.
— 1. X = E[X|G] est linéaire,
— 2 BIE[X|G]) = E[X),
— 3. Soit H une sous tribu de G, alors E[E[X|G||H] = E[X|H],
— 4. E[X|G] = E[X] si X est indépendante de G,

— 5. Si Y est G-mesurable et XY intégrable, alors E[XY|G|] = E[X|G]Y. Si X est G
mesurable, E[X|G] =

— 6. 51 X >0, alors E[X|G] >0

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 4
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Démonstration. — 2. En prenant Z = 1, on obtient E[E[X|G]] = E[X].

— 3. E[X|G] vérifie par définition pour tout Z G-mesurable, E[XZ] = E[E[X|G]Z].
Donc cela reste vrai pour Z’ ‘H-mesurable. Donc pour tout Z’ ‘H-mesurable, E[E[X|G]Z'] =
E[XZ'.

Donc E[E[X|G]|H]| = E[X|H].

— 4. Soit X une variable indépendante de G. On a alors pour Z G mesurable, E[X Z] =

ElE[X]Z]
Donc E[XG] = E[X].

— 5. Soit Z G-mesurable, alors ZY lest aussi. Donc E[XY Z] = E[E[X|G]Y Z]
Or E[X|G]Y est G-mesurable. D’ou E[X|G]Y = E[XY|G].

— 6. Soit X > 0, donc F[E[X|G]|14] = E[X14] > 0 pour tout A G-mesurable
On a E[X|G] > 0.

O

Remarque 3. Les 3 premiers points peuvent étre vu comme des propriétés de projections
orthogonales. En reprenant les notations :

— (1) La projection est linéaire,
— (8) La projection successive sur des espaces décroissants Hy, ... H,, revient a projeter
directement sur l’espace le plus petit H,,.

La propriété 2 permet de démontrer une forme généralisée une formule semblable a la
formule des probabilités totales (appliqué a l’espérance) :

E[X] = / E[X|Y = 4] Py (dy).

On retrouve aussi les théorémes classiques de limite sous intégrale.

Propriété 2.1.4. — 1. Soit X une variables aléatoires intégrables positives et X,, une
suite croissante de variable aléatoire positive intégrable de limite X alorslim,,_,~ F[X,|G] =
EX|d],

— 2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires positives, alors
Elliminf, . X,|G] < liminf, . E[X,|F],

— 8. Soit X une variable aléatoire intégrable et X,, une suite de variables aléatoires in-
tégrables ayant pour simple P-presque sire X et tel qu’il existe une variable aléatoire
Z tel que | X,| < Z P-presque strement pour tout n € N. Alors lim,,_,o, E[X,|G] =
E[X]4],

— 4. Soit f une fonction croissante conveze et X une variable aléatoire tel que f(X)
soit intégrable, on a f(E[X|G]) < E[f(X)|G].

Démonstration. — 1. On pose Y = lim,,_,, E[X,,|G] = lim,, . supE[X,,|G] car I'espé-
rance conditionnelle est croissante. Donc lim,, ., F[X,|G] est G-mesurable
Soit A€ g
Donc E[Y1,4] = limsup E[E[X,|G]14] (Croissance monotone)
n—oo

= limsup E[X,,14] (par définition)

n—oo

= E[X1,4] (Croissance monotone).

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 5
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Alors on obtient
lim E[X,|G] =Y = E[X]|J].
n—oo
— 2.0n remarque que lim,,_,, inf X, est une limite croissante.
Donc on a

E[lim infX,|g] = lim E[infX,|G] < lim infE[X,|d],

En effet pour tout £ > N,

n>N

Donc pour tout k& > N

Elinf X,|G] < E[X|G],

n>N
Donc pour tout & > N
Elinf X,|G] < infE[Xk|G].
n>N n>N
— 3. Les preuves suivantes ont les mémes démonstrations que celle faites en théorie de

la mesure.

]

2.2 Martingale

Définition 3. Soit X = (Q, F, (Fi)i>0, (Xt)t>0,P) un processus. on dit que le processus
(X:) est une martingale par rapport & la filtration (F;) si :

— pour tout t > 0, E[|X;]] < oc.
— pour tout 0 < s <t, E[X}|Fs] = X,.

Dans le cas ot la filtration est naturelle, on dit simplement que (X;) est une martingale.

Remarque 4. — Soit (X;) une martingale par rapport & (Fi)iso. Alors (E[Xy]): est

constant.
En effet :
E[Xt] = E[E[Xt]‘FO] = E[Xo]-

— Soit X; une martingale par rapport a (Fy)ico,q avec a un réél positif. Alors connaitre
X, et F; pourt € [0,a] nous donne acces a tout le processus grace a la formule :

E[X,|F.)] = X,.

— -Soit Y une variable aléatoire intégrable et (Fy)i>o une filtration, alors X; = E[Y|F]
est une martingale.
En effet, soit 0 < s <t

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 6
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— Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, centrée et intégrable. Soit
Sn = peo Xk €t (Fy) la tribu naturelle de S,. Alors S,, est une martingale.
En effet, soit0 <p<n:

E[S,|F,] = ZX,M ZXk\]-" |+ E| Z Xl F),
k=p+1
Donc .
E[S,|F,] = Z [X5] —|—2Xk > EIXi+5,
k=p+1 k=p+1
Donc
E[Sn|Fp] =S

Définition 4. Définition du mouvement brownien et caractérisation
Soit B = (0, F, (Fi)er, (X¢)ier,P) et prenant T =R un processus a valeur réel. on dit
que B est un mouvement brownien si il vérifie les hypotheses :

- BD =0P p.S
— V(s,t) tel que 0 < s <'t, alors B, — By est de loi N(0,t — s)
— V(s,t) tel que 0 < s <'t, alors By — By est indépendante de F;

De plus :
Un mouvement brownien est un processus gaussien centré tel que :
— By=0P p.s

— Vt,s >0, E(B;Bs) = min(s,t)

Réciproquement, un processus X vérifiant les hypothéses précédentes est un mouvement
brownien naturel (c’est a dire vis & vis de sa filtration naturelle).

Exemple fondamentale de martingale issues du mouvement brownien : Soit B; un mou-
vement brownien par rapport a la filtration (F;);>¢. Alors :

— L (B),
— 2. (Bt2 _t)a

1,2 »
— 3. (e7B7277%) avec o un réél.

sont des martingales

Démonstration. Soit 0 < s < ¢ :

b E[B:|F.,| = E[B: — B, + B.|F)]

[B: — Bs|Fs] + E[Bs| Fj]
[Bt Bs] Bs - Bs

E
E

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 7
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— 2. Remarquons que
B} = (By— B;+b;)> = B + (B, — B,)* + 2B,(B; — By)

Donc :
E[B? — t|Fy] = E[BZ|F] + E[((B; — By)?|F/] + 2E[Bs(B; — By)| Fs] — t
= B? + E[(B; — B,)* + 2E[B; — B,|.F,]| B, — t
=B’+t—s—t=DB—s

U(Bt—BS)—%J%t—s)eaBs—%azs|F ]
s

_ _ 1 204 _ 1.2
ea'(Bt Bs)|FS]6 50 (t s)eaBs 50°%s

1 2 1.2
ea(Bt—Bs)] —50 (t_s)eUBS_EU s

e

Or E[e?B+=B:)] est la fonction caractéristique de la loi N(0,t — s) évaluée en —io.
On obtient alors E[e?(B:=B5)] = ¢27°(t=5) ot on conclut.

O

Définition 5. Soit X = (Q, F, (Fi)>0, (Xt)i>0,P) un processus adapté. on dit que le
processus (Xy) est une surmartingale (respectivement sousmartingale) par rapport a la
filtration (F;) si :

— pour tout t > 0, E[|X}]] < o0
— pour tout 0 < s < t, E[X|Fs| < X (respectivement E[X;|Fs| < X
Exemple :Soit (X;)¢>o une martingale par rapport a (F;)¢o). Alors (X?)io est une

sous martingale.
En effet, I'inégalité de Jensen appliquée avec la fonction carré nous assure que

E[XP|F] = E[X|Fs]* = X]

Propriété 2.2.1. Inégalité de Doob Soit X; une martingale par rapport o la filtration
(Fs)scor) et C € RE. Alors :

E[IX
Pl sup |X¢| >C] < I T”
0<t<T C

Démonstration. La démonstration passe par la notion de temps d’arrét que nous n’abor-
derons pas ici. O

3 Calcul stochastique

Dans cette partie, les processus stochastiques seront des processus stochastiques adap-
tés X = (0, F, (Fo)ieo.r)s (Xe)eep ), P) avee (Fy)iejo,r) une filtration fixée.
De plus, le processus noté B sera un mouvement brownien B = (Q, F, (F¢):cjo,17, (Bt)iejo,1)-

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 8
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3.1 Introduction a la variation quadratique

Définition 6. Soit 0 =t < t; < ... < t, =t une subdivision de [0,t] Notons

(X, X); = limsup 2:()(},9+1 — X3,)?,

sup|tpy1—t|—0 A

avec la limite supérieure prise sur toutes les subdivisions possibles finies possibles. La
convergence est une convergence en probabilité.

On note M? les (Fi)-martingales continues, de carré intégrale. De plus, on definit la
variation d’un processus (X;) comme le sup sur l’ensemble des subdivions (tx) de [0,T] de

Zk(thJrl - th)'

Propriété 3.1.1. — Si(X;) est un processus continu & variation finie, alors (X, X); =
0
— 50 (Xy) € M2, alors (X, X); est un processus a valeurs finies, F; adapté, continue et
croissant.
Démonstration. — Soit (X;) un processus a variation finie. Alors :

0<(X,X), < limsup Y (X, —X;,)

supltip1—te|=0 "
< m’?X(thH - th) Z ‘th+1 - th"
k

Or (X;) est & variation finie et max; (X, ,, —Xj, ) tend vers 0. Donc par par théroéme

d’encadrement, on déduit que
<X, X)t = O

— On admet ce résultat.
Propriété 3.1.2. Soit M € M?, alors (M? — (M, M)); est une martingale.

Démonstration. soit M € M? s et t tel que 0 < s <t <T et (t,) une subdivion telle
que M7 = M7 et M2 = M?.

s

Alors : ,
MP— M2 =Y (M — M)
k=0

De plus, soit k un entier positif plus petit que n,

E[(Mtk+1 - Mtk)2|"r8] = E[M2

tpi1

| Fo] + E[M] — 2M,, M, | F]
Donc,

E[(Mtk+1 _Mtk)2|‘FS] = E[M2

tet1

| Fl + E[E[[M;, —2My, M, | F ]| F] = E[M;,

o] —E[M].

Donc par télescopage,

n—1
E[M; — M|F] = B[ (M, — My, )*|F].

k=0

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 9
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Donc en passant a la limite,
E[M{ — M||F] = E[(M, M), — (M, M),|F].
Donc

E[ME - <M7 M>t|Fs] = E[M52|fs] - ]EKM? M>t|fs] +E[<M’ M>t - <M7 M>s|]:s]
= M2+ (M, M),.

Corollaire 2. Si M € M? a variation finie, alors M est constant.

Démonstration. Soit M € M?. Alors (M, M), = 0, donc M? est une martingale.
En posant M/ = M; — My, on a E[(M])?] = 0 pour tous ¢t € [0,T]. Donc M] = 0 et
M, = M, pour tous t € [0, 7.

[

Propriété 3.1.3. Soit M € M?, (M, M), est l'unique processus (X;), nul en 0 et crois-
sant, tel que (M? — X;) soit une martingale.

Démonstration. Soit M € M?.
Existence : on sait que M2 — (M, M); est bien une martingale nulle en zéro et croissante.
Unicité : Soit (A;) un processus nul en 0 et croissant tel que B, = (M? — A;) soit une
martingale.
Alors

By — (M? — (M, M);) = Ay — (M, M),

est toujours une martingale croissante nulle en 0.
Alors la différence est a variation finie. En effet, soit 7 une subdivision de [0, 77,

Z |(Atk+1_<M7 M>tk+1_Atk+<M7 M)%’ S Z |<Atk+1_Atk|+Z |<M7 M>tk+1_<M? M>tk|

Donc
Z ‘(Athrl - <M’ M>tk+1 - Atk + <M7 M>tk| < Ar + Br < .

Alors (A; — (M, M),;) est constante nulle. Donc A, = (M, M),.

3.2 Intégrale stochastique

Définition 7. Soit T > 0, on pose L2 = L*([0,T] x Q) l’ensemble de tous les processus
stochastiques (F;) adaptés carré intégrable. On prend alors comme norme :

HHHzT:E/ H2dt) = // H,(w)2dtdw,

avec H un processus stochastique dans L>

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 10
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Définition 8. On dit qu’un processus stochastique H € L? est simple si :

{ Hy = foN
Hy = Zn;ol fn]l}tn,tnﬂ} avec t E]O, T]

avec N € N et (t,) une subidivision de cardinal N + 1 de [0,T], &, étant F;, -mesurable
et E[£%] < +o0.
Notons S l’ensemble des processus simples.

Propriété 3.2.1. £? est un Hilbert

Démonstration. 11 faut montrer que I'ensemble des processus (F;)-adapté est un fermé.
Le reste vient des propriétés de L2([0,t] x Q).
Soit ¢ € [0,T] et (H") € L tendant vers H € L*([0,T] x 2). Alors il existe ¢(n) tel que :

Y™ (w) —— Hy(w)

n—o0
P ® A-presque siirement.
Soit. B I’ensemble de mesure produit nulle telle que Hf) () (w) ne converge pas simplement.
Soit B I'ensemble des (w,t) tel que HY ) (w) ne converge pas.
Soit A; = (w|(w,t) € B). Alors P(A;) = 0 pour presque tout ¢t € [0, 7]. Donc pour presque
tout t € [0,77, Hf) (n) — H,. Hf) ™) stant T, mesurable, H; est F; mesurable pour
presque tout t € [0, T]. e
L£? étant I'ensemble des classes d’équivalence des variables P @ A\ presque partout égales,
donc existe (ﬁ[t) ~ (H;) qui est F; mesurable pour tout ¢ € [0, 7.
Donc la limite de (H{"™) dans £2 est bien F, mesurable pour tout ¢ € [0, 7. O

Propriété 3.2.2. S est dense dans L2

Démonstration. On rappelle que £2 est un Hilbert de produit scalaire < X,Y >p=
lE[fOT XY, du]. Soit K € £% 1l suffit de montrer que (K,Y) = 0 pour tous Y € S im-
plique que K = 0.

Soit 0 < s < t,

En prenant F' F, mesurable, borné et H = F'l[,. alors :

t
E[F/ K,du] =0, (3.1)
On pose alors
t
X; = / K, du.
0
— On remarque que X; est fini P-presque stirement pour tout ¢ € [0,7]. Donc X; est

continu.
— Selon l'inégalité de Cauchy Schwarz, X, est dans L*(Q) pour tout ¢ € [0, T,

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 11
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— D’apreés (3.1),
t
F / K.du] = E[FX, — FX,] = 0.

Donc
]E[FXL‘] = E[FXS]

Ceci étant vrai pour toutes variables F' F, mesurable et borné,

E[Xt"’rs] =X

Ceci étant vrai pour tous (s,t) dans [0,7T]?, (X;); est une martingale.

— (X}) est a variation finie, en effet, en prenant 0 =ty < ... < t, =t :

,_.

n— tht1

’th+1 th' - Z| Kudu|
0

i

tet+1

< Z/ | Ky |du

< / | K, |du.
0

Donc selon le corollaire 2, (X;)¢cpo,r est constant, et X, = 0, donc X; = 0 P presque
srement, pour tout ¢ € [0, 7.

Donc fg K,du = 0 pour tout ¢t € [0,7]. Donc K, = 0 presque partout par rapport a
(A® P).

Donc K, = 0 dans £2. ]

Construction de I'intégrale stochastique par rapport & B

On construit I'intégrale stochastique de fagon analogue a la maniére dont on a construit
I'intégrale de Riemann. On commence par construire I'intégrale dans le cas des processus
stochastiques dans S puis on prolongera au fonction dans £2 par des arguments de conti-

nuité.
On pose :
T N-1
/ Hsst - Z §i<Bti+1 - Bti)’
0 i=0
et

t N-1
/ Hsst = Z gi(-Bmin(tiJrl,t) - Bmin(ti,t))a
0 i=0

avec (t;) la subdivision associé a H, et (B;) un mouvement brownien fixé pour la suite du
chapitre.

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 12
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Propriété 3.2.3. Soit H € S
La fonction H (fot HdBy)icpo,r) est continue et linéaire.

Démonstration. Cela découle directement de la continuité du mouvement brownien.
L’homogénéité découle de la definition. En prenant X et Y dans S, et en notant (¢;) et
(t}) leur subdivision. En ordonnant les t; et ¢;, on peut obtenir une nouvelle subdivision
de [0,T] commune & X et Y. La linéarité est alors claire. O
Propriété 3.2.4. Pour tout H € S,

— (1) (fot HydBy)cpo,m est Fy adapté,

— (2) [, HydB, =0,

— (3) (fot HdBy)iep,r) est une martingale, ie ]E[fot H.dB,|F,| = [, H,dB,,

Démonstration. — (1) Soit t € [0,T], Zi]\:ol i(Bmin(tiyr,t) — Bmin(ti,¢)) ne fait intervenir
que des fonctions F; adapté.
— (2) Direct

— (3) Soit 0 < s <t < T. Alors on sépare ZZ 0 5,( min(tisi,t) — Bmin(tit)) selon les
termes plus petits que s et ceux plus grands que s. Notons alors r I'entier tel que
t, < s <t.1 Ainsi:

N—-1
Z gi(Bmin(ti_,_l,t) mzn tl,t) Z gz min(tiy1,t) Bmin(ti,t)) + (BT—l-l - Br)gr

=0
+ Z fi(Bmin(tHl,t) - Bmin(ti,t)>'
i=r+2

On peut alors étudier chaque partie (par linéarité de I'espérance conditionelle).
Tout d’abord,

r—1 r—1

E[Z gi(Bmin(tHl,t) - Bmm (t4,t) )‘f] Z éi(Bmin(tiJrl,t) - Bmin(ti,t))a

1=0 =0

(car Fs -intégrable)
Ensuite,

]E[(Bt'r+1 - Btr)£r|‘FS] = E[Btr+1fr|~F8] - E[Btrgru'—S]

Donc par les propriétés élémentaires de l'espérance conditionnelle et le fait que le
mouvement brownien est une martingale,

E[(Bt,,, — By, )& | Fel = (Bs — Br, )&

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 13



école UNIVERSIT E%

normale NES 1

&S

eyt supérieure
Pour finir, on a
N-1 N-1
E[ Z gi(Bmin(ti+1,t) - Bmin(ti,t))|Fs] = Z E[€i<Bmin(ti+1,t) - Bmin(ti,t))|‘/—_.s]
i=r+2 1=r+2
N-1
= Z [ [gz( min(tiy1,t) Bmzn (ti,t )|me (ts,t ”fs]
i=r+2
N-1
= Z E[é@([E[Bmzn(tl_‘_l,t)‘—F‘mzn(tl,t)] - Bmin(ti,t))’Fs]
i=r+2
N-1
= Z E[gz(Bmzn(t“t)) - Bmin(ti,t))|fs]
i=r+2
=0.
On retrouve donc bien [ H,dB,.
O]
Propriété 3.2.5. — (1) Pour toutt >0 et H € S, E|( fo H,dBy) fo H?Zds], on
appelle cette égalité l'isométrie d’Ito (pour linstant réduit au cas de H € S)
— (2) Pour tout 0 < s < t, B[( [, H.dB,)?|F,| = E[[ H2dr|F,) + ([, H,dB,)?
Démonstration. — (1)Soitt > 0et H € S
N-1
/ H.dB,) & Binturs — Bund))’
1:0
N

Z fmm t; t mm tiy1,t) Bmin(ti,t))2

+2 Z gmin(ti,t)fmin(tj,t)( min(ti41,t) Bmin(ti,t) (Bmin(tj+1,t) - Bmin(tj ,t)]

i<j
= Z fmm (ts, t)E min(tig1,t) Bmin(ti,t))2]

+2 Z ]E émin(ti,t)gmin(tj,t) (Bmin(ti+17t) - Bmin(ti,t))(Bmin(tj+1,t) - Bmin(tj,t))]

1<j

= ]E(Z S;in(ti,t) (min(tiy1,t) —min(t;, t))(Voir ci-dessous *)

= ]E(/;t H2dt).

Il nous reste a justifier *
Pour cela, nous rappellons que si X est intégrable, alors

E[E[X|F]] = E[X].

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 14
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Corollaire 3. Soit He S ett e [0,T]
Elfy HidBy] =0 et Var(f, HdB,) =

— (2)Soit 0<s<t<TetHEec

Pour des raisons visuelles, a partir de maintenant je négligerai les min en indices.
Donc soit 7 < j :
E[gti(Bti-q-l - Bti)&j (Btj+1 - Btj)] = ]E[E[gti(Bti-H - Bti)gtj (Btj+1 - Bt])H]:tg]

= E[E[Bti+1 - Btj|ftj]£tj£ti<Bti+1 - Btz) =0

Et

E[&Z(Btiﬂ - 7,) ] E E[éf( tig1 Bti)2|fti]]

622]]3[( tit1 Bti)2|fti]]
]E[(Btlﬂ By,)?]] (par indépendance)

/ H dB |.F th Btz+1 _Btz)Ql‘F-tz]

+ 2]E thiétj Bti+1 - Bti)(Btj+1 - Btj)|Fti]

1<J
N N
= ]E[ Z fz(Bti+1 - Bti)2’f3] + ]E[ Z 52(Bti+1 - Bti)Q‘fS]
i=0,t;>5 i=0,t;<s
+ 2]E[Z gti&j (Bti+1 - Bti)(Btj+1 - Btj)|‘Fti]
1<J
N N
= E| Z & (tipa — ;)| F] + EJ Z §(Biiyy — B )?|F]
1=0,t;<s 1=0,t;>s
+ Q]E[ Z gtigtj(Bti-kl - Bti)(Btj+1 - Btj)lfs]
i<j,tj§8
+ Q]E[ Z gtié-tj(Bti+l - Bti)(Btj+1 - Btj)lfs]
1<J, tj>s
/ H,dB,)*|F, + Z (b1 —
1=0,t;<s
+ 2 Z ftift].(BtiH — Bti)(Bth — Btj) (car Fs mesurable)
1<j,tj<s

+ 0 (car si t; > s, alors quitte & mettre une filtration intermédiaire,

on fait apparaitre E[B;,,, — By,| qui vaut 0)

= E[( /HdB 2 F, + /HdB

E[f, H2ds).
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école UNIVERSIT E%

normale NES 1

supérieure

&S

rennes

Proprlete 3.2.6. Une martmgale est d’espérance constante.
Dou]EfOHdB fOtHdB]—O

Var(f, HdB,) = E[(f, HdB,)? — B[, H,dB,]? = E[( [, H,dB,)? = E[[, H2ds].

Dans le cas £?
Soit H € £?, Par densité de S dans £? il existe H™ dans S qui tend vers H.
Donc E[ [} (H" — H,)*ds] — 0
Or selon Visométrie d'Ito, E[( [, H} (m _ g"dB E[f (H Mh2q4)
Donc ( fo H{"dBs)nen est de Cauchy dans LZ(Q) qui est Complet.
Donc ( fo n)st)n@N converge dans L%(€2).
Le fait que fo H,dB, ne dépend pas de la suite de Cauchy découle de I'isométrie d’Ito.

Propriété 3.2.7. Soit H € L?

— (1) H — fg HdB; est liénaire.

— (2) (fot HdBy) est une martingale.

— (3) Pour tout t € [0,T], ]E[f H.dBjy) lEfo HZds, c’est lisométrie d’Ito.
— (4) (fot HdBy) est Fs-adapté et continu P-presque sirement.

— () ((fot H,dB,)* — f(f H2ds) est une martingale.

Démonstration. — (1) La linéarité se montre par passage a la limite.
— (2) Soit H™ dans S qui tend vers H € £?. Soit A € F, et t € [s,T].
Alors

E[14 /Ot H, — H'dBr] < ]E[(ILA(/Ot H, — H'dBr)? (C-S)

<wi([ H— sy

—— 0 (par définition de H,).

n—odo
Donc .
E[I[A H:}dBT’ —>E]1A/ HdBT
0 n—oo
Et

n—o0

t
]E[ILA/ H"dBr] :IE[ILA/ H"dBr] —>E]1A/ H,dBr]
0 0

On conclu par unicité de la limite que :

s t
E[14 / H,dBr] = E[1, / H,dBr],
0 0

/ H,dBr|F,] = / H,dBr].

Rapport de stage- Calcul stochastique et mesure de risques 16
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— (3) On résonne de la méme fagon, soit H,, € £* tendant vers H dans £? et ¢t € [0;T] :

D’une part
IE[(/ H!dBy) / HdBy)
0 n—)oo

dans L?
D’autre part

t
]E[/ (H)*ds] —>E/ HZds],
0

n—oo

car H, a pour limite H dans £2. Sachant que 'isométrie d’Ito est vraie dans S, on

a pour tous n € N
t t
Bl [ . ~B(| (1))
0 0

Donc par unicité de la limite, I'isométrie d’It6 se prolonge sur £2.

— (4) On sait que (fg H.dB;) est limite d’une fonction F; adapteé.
Soit (H;) € L? et (H]') une suite de S tendant vers (H;) dans £2.
Alors pour tout n € N, t +— fg H?dB; est continu. Supposons de plus que

T ) 1
E H? — Hy)%ds] < —.
[A( s ) S]—n4

Or (fOT H" — H,dBs)? est une martingale.

S
Donc en utilisant 1'inégalité de Doob, on a :

1
P( sup \/H” Hst|2>—)<n /H” H,dBs|)?]

0<t<T
T
= n21E[/ (H" — H,)ds] (isométrie d’Tto)
0
1
< —; (donc sommable).
n?

Donc selon Borel-Cantelli, en posant A, = {supy<;<r | fot H!— HydBs| > 1}, alors :

Soit w € U, en Nisn A, Donc a partir d’un certain ny € N, pour tout n > ng, on a :
o

Donc t — fé H!dBs(w) converge uniformement vers ¢ — fot H.dBs(w).

Donc t — [; H,dBs(w) est continue.

— (5) De la méme fagon que pour l'isométrie d’It6, on peut prolonger

/HdB 2\F) = /H2dr|]-" /HdB
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Alors en prenant 0 < s <t < T :
/HdB | Fs] — /HQdB | Fs] = /HdB —i—E/ HZdr|F,) — /HZdB | Fs]

/HdB /H2dr|f

/ H,dB,) / HZdr (car / H2dr est F,mesurable)

O
Propriété 3.2.8. Soit H et K dans L? et t € [0,T]. Alors
/Hst/Kst /HKst]
Démonstration. En gardant les notations, on a en employant 2 fois 1'isométrie d’'Ito6 :
E[(/t(Hr — K,)dB,)’] = E[/t(H K,)*d / H? —2K,H, + H}dr].
Alors : 0
]E[(/Ot(HT—K)dB /HdBr +E/KdBr +2E/HKdB]
Donc en dévelopant a gauche de I'expression on obtient :
/Hst/Kst /HKst]
O

3.3 Variation quadratique et intégrale d’Ito

L’intégrale d’Ito6 permet alors d’obtenir de nouveaux résultats intéressants sur la va-
riation quadratique.
Propriété 3.3.1. — (1) (B,B);=t,
— (2) Soit H € £?, ([, H,dB,, [, H?dB,), = [, H,dr,
— (8) Soit L ’ensemble des processus K F; mesurable tel que ]E[fOT | K, |dr] < oo,
Alors X; = fg K.ds est de variation quadratique nulle.

Démonstration. — (1) et (2) découle de I'unicité de la propriété précédente.

— (3) En reprenant les notations, on montre que (X;) a pour variation finie fot | K|ds
par des inégalités simples. De plus il est continu.
Donc X; est de variation quadratique nulle.
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Définition 9. Variation quadratique croisée Soit (X;) et (Y;) des processus tel que
(X -Y, X —Y), < o0
(X+Y, X+Y) <o

On pose alors

XV} = M4 VX 1Y) - (X VX - 7))

Propriété 3.3.2. : Soit X,Y des processus définis tel que les propriétés ci-dessus soit
vérifices.
— (1) En supposant que la limite existe, (X,Y,); = HImsuPgy, s, -0 2op(Xtgyn —
th)(Y;ka - Ytk)’

— (3) Si N et M sont deux Fs-martingales continues, alors (MyN; — (M, N);) est une
Fi martingale,

— (4) Xy = [, HdBs etY, = [, H.dBs
Alors

t
my%5/mmm
0
— (5) Soient (X;) et (Y;) deux processus tels que (X, X); < oo et (Y;) a variation finie.
Alors (X,Y) = 0.
Démonstration. On garde la notation de la propriété.
— (1) On remarque que
((thJrl+Kk+1)_(th+}/;k))2_<<th+l_}/Zk+1)_<th_}/;k))2 = 4<th+1_th>(Kk+1_}/tk)
Alors pour toutes subdivisions m, de [0,t], on a
Z((thJrl+Kk+1)_(th+}/;k))2_<(th+1_}/tchrl)_(th_Kk))2 = 4Z<th+l_th)(mk+1_Kk)

On obtient alors la relation recherché.

— (2) On réutilise la relation (1) a laquelle on applique Cauchy-Schwarz :
Soit m, une subdivision de [0, ¢],

| Z (th+1 - th)(}/thrl - Y;fk)| S (Z (th+1 - th)2)§<z (}/;kJrl - }/tk)Q)ﬁ
kemy ke, kemn,

On passe alors a la limite.

— (3) Remarquons que :

Xn—my%:%M+KX+Y%4X—KX—HV4X+H%HX—W%
1

= (X HYX4Y) = (X +Y) = (X Y. X = Y) = (X -Y))

Donc XY; — (X,Y); est une somme de martingale, donc est une martingale.
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— (4) Soit H,H' € L2, et X, = [, HydBs et Y; = [} H.dBs Alors

(X,Y), = }l(/t(Hs + H!)*dBs — (/t(Hs — H!)*dBs

1

t
=24 / (H,H'dBs).
4 0

— (5) Soit X tel que (X, X); < oo et Y un processus a variation finie. Alors en
appliquant (5), on obtient [(X,Y);| =0

m
Corollaire 4. La fonction (X,Y) — (X,Y) est bilinéaire et symétrique et vérifie :
(XY, X +Y)e = (VY )+ (X, X) + 2(X,Y),
Démonstration. Méme calcul que pour les produits scalaires. O

Remarque 5. Outre le fait que (X,Y) — (X,Y) nest pas a valeur dans R, on retrouve
toutes les propriétés classiques du produit scalaire.

3.4 Processus d’Ito

Définition 10. On appelle processus d’Ité un processus de la forme :

t t
Xt:X0+/ sts—i—/ H,dB,,t € [0, T,
0 0

avec X, est Fo-mesurable, K € L', H € L. On note I ’ensemble des processus d’Ito.

Propriété 3.4.1. Tout processus d’Ito se décompose de facon unique en Xy = Xo+M;+V;
avec M une martingale et V une variable a variation finie.

Démonstration. Soit deux décompositions X; = Xo+ M; +V; et Xy = X[+ M, +V/ On
évalue en 0, alors Xy = X

Donc M|+ V! = My + V, ie M| — M, =V, — M,

Donc (M] — M) est a la fois une martingale continue et & variation finie.
Donc M} = M, et V/ =V, O

Propriété 3.4.2. Soit X € I et K, H € L? tel que X; = X, + fot H.,dB, + fot K.ds
Alors (X, X))y = fot HZds

Démonstration. On garde les notations, et pour simplifier on prends Xy = 0, et on déve-
loppe :

(XXt—/HdB+/KdS/HdB+/de
/Hst/Hst /de/de+2/Hst/de

= / H2ds (en utilisant le théoréme précédent).
0
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Notation On note de facon équivalente :
dX, = Kidt + H;dBy, Xg =0

et
t t
Xt:Xo—l—/ sts—l—/ H.dB,
0 0

Définition 11. Soit X € I, H € L2 et K € L' tel que X, = Xo + [, K.ds + [, H,dB.
Pour tout H' tel que H'H € L? et H'K € L}, on définit alors l'intégrale stochastique par

rapport a X par :
t t t
/ HIdX, = / HH,dB, + / H! K ds
0 0 0

ou de fagon équivalente

Remarque 6. Le processus (fot HldX;) est toujours dans I et garde la propriété de mar-
tingale ou de variation finie de (X,).

En effet, si par exemple X, est une martingale, on peut remarquer X; — f(f H,dBs — X,
est une martingale continue & variation finie.

On déduit alors que f(f Kds = 0 pour tout t € [0,T]. Donc Ky = 0 Donc (fot HldX;) =

fg H!H,dB; qui est clairement une martingale.

3.5 La formule d’Ito

Propriété 3.5.1. Formule d’It6 multidimensionnelle.
Soit (X}, X2,..., X" eI et f e C*(R",R).
Alors, pout tous t € [0,T] :

0
FOXD, XY = F(X, .. XD +Z/ f (XD, X)X 42 Z/ 81:(9:16 (XD, X)X, X,),s
0T

Démonstration. La démonstration passe par des propriétés non établies dans ce stage et
plus largement la notion de semimartingale permettant une construction plus générale que
I'intégrale d’It6. Pour la preuve détaillée, on pourra se référer a la preuve du polycopié
"CALCUL STOCHASTIQUE ET FINANCE" de Peter Tankov et Nizar Touzi.

La clé de la démonstration repose cependant sur une idée simple : utiliser 1’égalité de

Taylor avec :
n

FX0) = F(Xo) = Y (fXuen) = f(X)

ker

pour ty < .. < t, une subdivision de [0,¢] (pour le cas unidimensionnelle).
[

Remarque 7. Pour un fonction f € C*(R,R), on obtient une formule plus simple qui
correspond a la formule d’Ité unidimensionnelle : pour tout t € [0,T] :

Lof
o Ox

t g2 f

82 (Xt)d<X’ X)s

f(Xy) = f(Xo) + | ==(Xp)dX, +
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Corollaire 5. Formule du produit
Soit (X:) et (Y;) deux processus d’Ité.
Alors, pour tout t € [0,T] :

t t
XY, = XoYo + / X,dY, + / YodX, + (X,Y)
0 0

Démonstration. Soit f: (z,y) — zy et (X;) et (Y;) deux processus d’Ito.
Alors avec la formule d’It6é, on obtient

t t 1 t 1 t
szxoyw/ Xdes+/ stXs+§/ d<X,Y>S+§/ A, X),
0 0 0 0
t t
— XY+ [ X.av.+ / YidX, + (X, Y)e.
0 0

]

3.6 Exponentielle de Doleans-Dade, théoréme de représentation
des martingales
Lemme 1. Soit f une fonction C?> de Rt x R vers R ou C qui vérifie :
af n 10%f
at  202?
Soit (X;) € I une martingale. Alors sous les bonnes conditions d’intégrabilité, le processus
FUX, X, Xy) est encore une martingale vérifiant :

Lof
0 Ox

Démonstration. Soit f une fonction C? de la forme f(, ) vérifiant 'hypothése du lemme
et (X;) une martingale. On rappelle que ((X, X)); =0 et que ((X, X), X); =0

8f

=0

f(<X?X>taXt) = f(OaXO) ((X X>87Xs)dXs

FIX, XD, Xo) = £(0,X0) = | 50 ((X, X}, X,)d X,

1 [tO*f
/ ar (X, X), X )d(X,X>s+§/O @(<X,X>S,Xs)d(X,X>S

(oL (X)X,

Comme (X;) est une martingale, fo H,dX, 'est aussi pour tout H, O
Propriété 3.6.1. Soit X, = [, H,dB, ou (H,;) € L£* vérifie Eles Jo H245] < oo,

Alors, pour tout A € C, le processus suivant est une martingale :

2 t 2 t
MNX) = exp (A\X; — %(X, X)) =exp(\ | H,dB, — % / H%dB,)
0 0

C’est la solution de l’équation différentielle stochastique (EDS) :
dZt = )\thXt, ZO =1

que l'on appelle exponentielle de Doléan-Dade.
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2¢
Démonstration. Soit f(x,t) = e’ 2. Cette fonction vérifie bien I'équation du lemme 1.
En prenant X; = fot H,dB, ou (H,) € L2 vérifie Ele2 fOtHSQdS] < 00. D’'une part, on peut
donc appliquer le propriété 4.6.1 qui nous assure que

Zi = F((X, X)0, X1) = exp(A /HdB —_/ H2ds)

= exp(AX; — 7<X X))

t
:1+/ AN dXs.
0

dZy = Ny d Xy, Zy =1

est une martingale qui vérifie bien

O

Propriété 3.6.2. Théoréeme de Lévy Soit (X;) un processus d’Ito et (F;) sa filtration.
Alors les deux assertions sont équivalentes :

— (X}) est une martingale continue telle que (X, X); =t, Xo =0

— (X}) est un mouvement brownien.
Remarque 8. On vient d’établir une deuxiéme caractérisation du mouvement brownien.

Démonstration. Le sens réciproque a déja été montré précédemment.
Soit (X;) est une martingale continue telle que (X, X),; = ¢, alors

A2
(eAXt k2 ) est une martingale selon 4.5.1. Donc par conditionnement successifs, on obtient

pour tout tg < .. < t, et (uy,...,u,) € R"

E[eiu1(xtl —Xto-‘r..’iul(th—th_l] — E[E[eiul(th _Xt0+"iu1(th_th—1]|E ]
1

— ]E[E[eim(th*thJr..im(th*th_l]‘El]e%luf(tl—to)

_ 6—%u%(t1—t0)+...+u%(tn—tn,1)‘

Donc les lois de dimensions finies de (X;) sont les mémes que celles du mouvement brow-
nien, donc X; est un mouvement brownien par rapport a (F;).

]

Propriété 3.6.3. Théoréeme de représentation des martingales. Supposons la filtration
engendré par le mouvement brownien. Alors pour toute F; martingale (M) de carré inté-
grable, il existe H € L? tel que pour tout t € [0,T] :

t
Mt:MOJr/ H,dB..
0

Démonstration. Soit h une fonction déterministe dans L?([0, T1) telle que exp (5 f h(s)ds) <

oo et posons :
Y, = efg h(s)dBs—1L [¥ h(s)%ds
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Alors Y une exponentielle de Doléans-Dade, elle vérifie donc :

t
Y, =1 +/ Yih(s)dBs.
0

Etant une martingale, on peut évaluer en 0 et passer a l’espérance pour obtenir :
t
Yi =B + | Yih(s)dB.
0

On remarque qu’il existe donc Hy = Y;h(s) tel que Y soit de la forme espérée. Cela reste

: o o . t 1 (tpie)2
vrai pour les combinaisons linéaires de variable de la forme Y, = efo M(®)dBs=3 Jo h(s)*ds gyec

des h € L*([0,T]).

On suppose de plus que cet ensemble I' est dense dans L?(Fr).

Soit Y € L*(Fr), alors il existe une suite de Cauchy dans I' tendant vers Y. Alors pour
tout n € N, il existe H™ telle que

t
YY" =E[Y"] —|—/ H!dB;,
0
Etant une suite de cauchy, en prenant ¢ > 0, il existe p € N, tel que pour tout n,m >

p,E[(Y™ —Y,)?] <e,
on a donc en développant

E[(Y™ — Ym)2] =E[E[Y"] + /T H!dBs — (E[Y™] + /T H;”st)\z],
— E[E[Y"] — E[Y"™)® + E[ / (H? — H™?] + 2E[Y"] — E[y™))? / (H? — H™)ds),
— (E[Y"] - E[Y™))* + E[ / (H? — HP)ds).

Donc T
Bl [ (1 - Vs <
0
Donc (H™) est de cauchy dans £2, donc converge vers H.

De plus, H fOT H.dB; étant continue (isométrie d’Itd), cela assure que le passage a la
limite se fait aussi sous l'intégrale :

T
5@:MH+/)mﬂ%
0
et en conditionnant par J; on obtient :

t
nzmﬂ+/ﬁmw&
0
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3.7 Equations différentielles stochastiques

On se place dans I'espace (€2, F,P), on prend 7" > 0 un horizon fini et d un entier non
nul. Soit
b:[0,T] x R+ R ¢ :[0,T] x R? s R>"

Soit (B;) un mouvement brownien dans R¢ dont la filtration est (F;). Soit Z, une variable
JFo mesurable.

Définition 12. On appelle équation différentielle stochastique (EDS) une équation du
type :
t t
Xi=27 —I—/ b(s, X,)ds —|—/ o(s, Xs)dBs, pour tout t € [0,T] (3.2)
0 0

ou de fagon équivalente
dX; = b(s, Xs)ds + o(x, Xs)dBs, Xo = Z, pour tout t € [0, T
On appelle tout processus d’Ito (X;) solution forte de I'EDS si elle vérifie (3.2).

Propriété 3.7.1. Soit T < 0 et ||.|| la norme canonique sur R? ou sur R>™ (on l’a note
de la méme fagon pour gagner du temps),

b:[0,T] x R R 5 :[0,T] x R* — R?
deuz fonctions dans L*[0,T] pour t = 0 tel que vérifiant, avec D > 0 :
Va,y € Rt € [0, 7], [|b(t,2) = b(t,y)[+]lo(t, z) —o(t,y)|[< Dllz —yl  (3.3)

Soit (B;) un mouvement brownien dans R dont la filtration est (F;) et Z une variable
aléatoire Fo mesurable tel que E[Z?] < oo.
Alors il existe une unique solution au probleme

dXt = b(t,Xt)dt + U(t, Xt)dBt7X0 =7

Démonstration. Reprenons les notations de I’énoncé.

Placons nous dans le cas n=d=1. La démonstration dans le cas général est la méme.
L’idée de la démonstration est d’utiliser le théoréme du point fixe de Banach. Il faut donc
montrer que la fonction :

t t
U(Xy) ::Z—i—/o b(s,Xs)ds—l—/o o(s, Xs)dBs

est contractante. Pour cela on pose la norme, avec ¢ > 0 :

|H|? = / e (H,)%ds]

On remarque que pour tout H € £2, on a le résultat :

[H|| 2™ < |Hlle < [|H] 2

Donc les normes sont équivalentes.

Montrons que pour X € £% on a U(X) € L.

Notons que grace au caractére lipschitzien de o par rapport a la premiére variable, on
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deéduit pour (¢, X;) € [0, T]L?, il existe K > 0 tel que,
lo(t, X)lIP< K (Jlo (0, Xo)I* + [ X:]1%),

et
16(t, X)[|> < K (lo(0, Xo)[I* + [ X:]1?),

Alors
T Tt Tt
IET[/ U(X)ds] < 3T 202 + 3E[/ (/ b(s, X.)ds)’dt] + SE[/ (/ o(s, X.)dB.)%dt].
0 o Jo o Jo
On peut majorer chaque morceaux :
Tt Tt
E[/ (/ b(s, X,)ds)?dt] < ]E[/ t/ b(s, X,)?dsdt] (d’aprés Cauchy-Schwarz)
o Jo o Jo
T
< TE| / TK (0, X,)? + X2)di]
0

T
< T2KE[/ b(0, X;)* + X}dt] < <.
0

et
T t T t
B[ / ( / o (s, X.)dB,)%dt] < / / o (s, X,)2dsdt] (d’aprés Visométrie d'Tto)
0 0 0 0
T
< T]E[/ K(o(0,X,)? + X7dt]
0
T
< TKE[/ o (0, X;)? + X7dt] < oo.
0

Il reste maintenant & montrer le caractére contractant de U.
Soit X,Y € L2

E[(U(X) — U(Y))?] < E[2( / b(s, X.) — b(s, Y2)ds)? + / o(s, X.) — o(s, Y.)dB,)"
< E[Zt/o (b(s, X,) — b(s,Ys))?ds —|—/0 (o(s, Xs) — a(s,Yy))*ds]

<E[2T + DK /T(Xs VL)),
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On conclut alors la preuve avec :
T
UC) = Ul =Bl | e E0(X) - U(v )y

T
< AT+ 1K / e E[X, — Y;|2dt
0

= W(/T e “E[X, — Y))?ds — e~ /TE[Xt — YiJ%dt) (IPP)

T
< u/ E[X, = Y,Pe (1 — e~ T )dt
0

AT+ 1)K [T
< u/ E[X, — Y,]?e~dt
C 0

2T + 1)K
e PR

Donc U est contractante pour c assez grand.
Le théoréeme du point fixe nous assure donc 'unicité et I'existence d’une solution forte.

]

4 Applications et exemples

Cette partie correspond a deux exercices qui étaient sous forme de plusieurs questions.
Ces exercices me semblaient importants pour illustrer le cours et apportent des résultats
intéressants en complément du cours.

4.1 Integrale de Wiener-It6

Soit T'> 0 et a < b < ¢ < d, (B;) un mouvement brownien sur [0, 7]. L’objectif de cet
exercice est de s’intéresser a I, ) = f; f(s)dB; lorsque f € L?[0,T).

Propriété 4.1.1. En gardant les notations,

b
Loy = / F(8)dBs = Byo 4,

Démonstration. On montre le résultat en deux temps : on travaille avec les fonctions
escaliers puis par densité on se rameéne a ensemble des fonctions dans L2[0, 7.

— Dans le cas d'une fonction f escalier, en prenant (¢;) une subdivision de [0, 7] conve-

nable vis a vis de f.
Alors

[a,b = Z f(ti)BtiJrl - Btia

Donc I, est suit un loi normale centré de variance f: f(t:)?ds.
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— Prenons maintentant f € L?[0, T)]. Les fonctions escaliers étant denses dans L?[0, T,
on peut prendre f, tel que || f, — f||r20,,y —— 0.
n—oo

Donc ) ,
B[ (4(6) = F)Pds] = [ (s) = 7(5) s,
Donc
an - fHLQ[O,T} = “fn - fHE27
Donc d’apreés I'isométrie d’Tto, fab fn(s) — f(s)dBs — 0 dans L*(Q).
n—oo
De plus, la limite en loi d'une suite de variable gaussienne est une gaussienne dont

la variance et ’espérance sont les limites de ’espérance et de la variance de la suite
de variable gaussienne. Ici on a convergence dans L?*(2), donc convergence en loi.

o E(/abf(s)st) =0, Var(/abf(s)st) = /abf(t,)2ds

Maintenant intéressons nous au couple (Ia bs Led)-

Prenons encore une suite (I7,,I7;) = f fn(s st,de’ fn(s)dBs) (I}, et I7'y sont
indépendants :
L’indépendance I, et I'; nous assure que pour tout n € N :

Var( / * b (8)dB.) = Var( / 1 (8)dB.) + Var( / " (9)sB.)

En passant a la limite & gauche et a droite, on obtient :

d b d
Var(/ f(s)dBs) = Var(/ f(s)dBs) + Var(/ f(s)sBs)

Ce qui assure que I, et 1.4 sont indépendants (car de covariance nulle et sont des
varaibles gaussiénes).
Donc (1,p, I.4) est gaussien. Prouvons maintenant que (I;) = (Ip;) est un processus
gaussien.
Soit (t1,t2) et (a1, az2) (on devrait prendre (t1,..,t,) et (aq, .., a,) mais cela allége la
démonstration).

arly, + asly, = It (a1 + ag) + asly, 4,

Donc selon ce qui précéde, comme 0 < ¢y < 19, a1, — asly, est bien gaussien.
Regardons maintenant la fonction de covariance de (I;) =, soit a < b € [0,77] :

Cov(I,, 1) = /f dB/f )dBy]

/f )dB,) /f dB/f )dB,]
=Bl [ f:)aB.) + B[ (5)dBJE] / f(s)dB]
_ / " (5)%ds
— min / £(s / £(s)%ds).
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De plus, I, = 0.

La caractérisation du mouvement brownien permet alors de conclure que I; = B [ f(s)2ds-
0

]

4.2 Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le processus de Ornstein-Uhlenbeck est un des processus permettant de modéliser les
taux d’intérét et les taux de change. Il est aussi utilisé en physique dans des phénomeénes
de diffusion.

Ce processus est défini comme la solution d’'un EDS que nous allons étudier :

dR; = 0dB; — OR,dt, Ry = ¢ avec (0,0,79) € R pour tout ¢ € [0, 7] (4.1)

Propriété 4.2.1. Soit f € C'[0,T] et (X') une martingale de carré intégrable. Alors :

dX,f(t) = f(t)dX; + X, f'(t)dt, (4.2)
Démonstration. La formule d’'Ttd6 nous assure pour (X*) une martingale de carré inté-
grable
et f €C?0,T).

dX, f(t) = f()dX, + X f (O)dt + (X, f)y.
Or (X, X); < 0o pour tout t € [0,T] et (f, f); < [, |f(s)|ds. Donc
<X7 f>t -
O

Revenons maintenant a (4.1). On remarque que (¢, X;) — o et (¢, X;) — X, vérifie
les hypothéses du théoréme 4.7.1, on obtient alors I'existence et 1'unicité d’une solution a
(4.1).

Propriété 4.2.2. Soit (R;) le processus solution de (4.1), alors (R;) est un processus
gaussien vérifiant :

R, = /t e’ VadB, + roe .
et O .
E[R)] = roe™ " Var[R,] = /0 (e%o)2dt.
Démonstration. Soit R; la solution de (4.1), posons
Y, = e¥R,.
En dévelopant on obtient a ’aide de la formule (4.2)

dY; = e®odB;,, Yy = 1
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Donc

t t
R, = e‘Gt/ e 0dB, + roe”? = / ! adB, + roe .
0 0

B [ 0)2ds étant un processus gaussien, R; 1’est aussi. De plus
0

¢
E[R,] = roe™®, Var[R,] = / (e o)?dt.
0

On aurait pu trouver I'espérance sans passer par la résolution explicite :
On passe a l'espérance dans (4.1) et avec le théoréme de Fubini, on peut retrouver un
équation différentielle homogene d’ordre 1 donc la solution est I'espérance de (R;). [

4.3 Théoréme de Clark-Okone :

Ce résultat sera réutilisé dans le premier probléme.

Propriété 4.3.1. Soit f € C' une fonction a dérivé bornée. Soit (By)iejo1] un mouvement
brownien et (Fy)icpoq) sa filtration. Alors :

Em&nmzﬁm&n+£Ewwmau&

Démonstration. Soit f une fonction C* de dérivé bornée.
Travaillons, pour ¢ € [0, 7], sur la martingale :

E[f(B1)|F]

On a
E[f(B1)|F] = ¥(t, Br)

avec (t, By) = E[f(x + B1—¢)]jz=p, (on considére x comme une constante qu’on évalue
apreés le calcul de l'espérance). Cette égalité se démontre par le lemme de factorisation et
en décomposant By = B; + By — B,. On admet que 1 est C2.

On peut utiliser la formule d’It6 pour :

W)(t, By) :¢(0,BO)+/O %E[f(l‘—i-Bl_s)thtst—i-/o %E[f(x+Bl_t)]|$Btds
1 [t o2

— | =E Bi_$)|ja=n,d
+2 0 92 [f(x—i_ 1t>]\ B, dS
Or ¢(t, By)—1(0, By)— Ot LE[f (x4 Bi_s)]js—p,dBs est une martingale de carré intégrable,
et par I'égalité qui précede, a variation finie.
Donc elle est constante.
Donc

Y(t, By) — (0, By) — /0 aﬁE[f(x + B1-4)]je=5,dBs = (0, By) — ¥(0, By) = 0

i

D’autre part, le théoréme de convergence dominé nous assure, que comme f est C' de
dérivé bornée :

O Blf(e+ Bi] = Ef (a + Biy)
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5 Mesure de risque

Les mesures de risques sont des fonctions mathématiques permettant & une entreprise
de quantifier un risque de perte ou de gain d’argent en fonction d’'un événement. Elles
sont essentielles dans les prises de décision financiére d’une entreprise ou dans les pla-
cements boursiers. Ce sont donc des outils indispensables dans une entreprise pour son
fonctionnement.

L’objectif ce stage est de poser un mesure de risque qui prenne en compte la possibilité
de gérer son portefeuille.

Le premier probléme sera introduction & une situation ot un individu doit placer de l'ar-
gent en bourse. La modélisation se fera en temps continu.

Le deuxiéme probléme est un modéle simplifié tel que les résultats soient plus accessibles.
On travaille en temps discret. L’objectif de ce probléeme est de se mettre a la place d'une
assurance qui cherche a optimiser des investissements.

Les deux problémes ont été mené parallélement. Ils simulent des situations analogues mais
leur modélisation différe. Ainsi leur traitement se fait avec des outils distincts.

5.1 Définition de la mesure de risques et exemple

Soit une ensemble mesuré (€2, F,P) et F 'ensemble des variables aléatoires réélles.

Définition 13. On appelle mesure de risque toute fonction R :
R:F —R

telle que si X et'Y sont de méme loi, alors R(X) = R(Y') On dit alors que R est :
— Homogene, ie pour tout A € R™* et R(X), on a R(AX) = AR(X),
— Crroissante, ie pour tous X <Y, alors R(X) < R(Y),
— Translatable, ie pour tout t € R, R(X +1t) = R(X) + ¢,
— Sous additive, ie pour tout X,Y, R(X +Y) < R(X)+ R(Y).

Par exemple l’espérance est une mesure de risque qui est homogene, croissante, transla-
table, sous additive.

La suite donne un exemple moins trivial de mesure de risque.

Définition 14. Soit X € F, on note Fx sa fonction de répartition.
On appelle quantile de X la fonction :

Fy :)0,1[—= R, a — inf(z; F, > ).

Définition 15. Valeur a Risques :
Soit a €]0,1] et X € F. On pose :

VaR(X,a)) = Fy(a).
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Propriété 5.1.1. Soit g une fonction réelle strictement croissante continue & gauche et
X € F. Alors pour a €]0,1] :

VaR(g(X), a) = g(VaR(X, o))

Démonstration. Soit a €]0, 1].

Soit y € R et g une fonction réelle strictement croissante et continue & gauche. Alors on
pose g~ (y) = sup{zx : g(x) < y}. De fagon générale, on sait que g~ o g = Id. De méme, la
croissance stricte nous assure que :

{z:g(z) <y} =] —o00,97 (W),
{z:9(x) <y} =] —o00,9(y)].
Donc Fyx)(y) =P(X < g7 (v)) = Fx(9~ (y)).
Montrons que :
inf{g(y) : Fyx)(9(y)) = o} = inf{z: Fyx)(2) = o}

inf{g(y) : Fyx)(9(y)) > a} > inf{z: Fyx)(2) > a} est naturel.
L’autre sens se montre ainsi :

Soit x € {2z : Fyx)(2) > a},

alors comme « > 0, x> érelﬂg( g9(B)).

— Soit « € Im(g), alors en prenant y tel que g(y) = x, on a bien un élément de
{9(y) : Fyx)(9(y)) = o} plus petit (ou égal) & .
— Sinon, comme, x > g,nﬂfQ g(B), on déduit qu’il existe § tel que
S
g(B) <

et par stricte croissance et continuité a gauche, on a g(¢~(x)) < z. Or par définition

de g~ (2),
P(g(g~(z)) < g(X) <z)=0

Done g(g~ () € {g9(y) : Fyx)(9(y)) > a} et g(g~(2)) < z.
On peut conclure avec ce calcul :

9(Fx (@) = g(inf{y : Fx(y) = a})

=inf{g(y) : Fx(y) > a} (car {y : Fx(y) > a} est un fermé et g est croissant)
=inf{g(y) : Fx(97(9(y)) = a} (¢~ 0 g = Id)
= inf{g(y) : Foen(9(y)) = a}

) :
) :
)+ Fy(
=inf{z : Fyx)(z) > a}
@)

y(X)<

Cela permet en prenant les fonctions :
T = A\x

avec A € R et
r—x+t

avec t € R de montrer le caractére homogene et translatable de la Valeur a Risques.
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5.2 Introduction au premier probléme

Soit (By)tejo,r) un mouvement brownien a valeurs réelles avec sa filtration naturelle
(F#)teo,1) et X une variable aléatoire vérifiant certaines propriétés que nous expliciterons
plus tard dans le développement. Soit un portefeuille de valeur V; au temps t. On suppose
qu’il existe deux fagons de placer son argent :

— un rendement sécurisé qui a l'instant ¢ a la valeur S? dont I'on posséde une quantité
H} (avec S? un processus)

— un rendement plus risqué qui a l'instant ¢ a la valeur S; dont 'on posséde une
quantité H; (avec S; un processus)

On suppose que chaque processus est adapté a la filtration (F;)scp0,1]. De plus on suppose
que (HY) € L' et (H,) € L2

On a donc V; = H;S; + H{S; pour tout ¢ dans [0,1]. On suppose de plus que le porte-
feuille est auto-financé (ie il n’y a pas d’ajout ou de retrait d’argent du portefeuille). Cela
implique que dV; = H;dS; + HdS?.

On se place dans le cas ou SP = e avec r > 0 et S; = E[Tx(B1)|F:] avec Tx une fonc-
tion qui assure que Tx(Bj) soit de méme loi que X. Le choix de définir (S;) comme une
martingale permet de simuler une situation ot I’on connait 1’évolution de la valeur de 5,
aux temps précédents. Etudier E[Tx(Bi)|F;] permet de modéliser un cas oi I'individu
découvre la loi de la variable X au fur que le temps passe.

Avec ce que I'on vient de définir, on remarque que V; est une fonction de (X, (H;), (HY)).
On note alors Vi(X, (H,), (HY)).

On veut étudier une mesure de risque. La premiére idée peut étre de vouloir étudier

'espérance, par exemple avec sup E[V;] mais comme S? est déterministe et Sy est une
Hy,HY

martingale (d’espérance constante), I'idée n’est pas trés pertinante.

On peut par exemple & la Valeur & Risque (notée VaR) vu dans la partie précédente. Ainsi,

dans cet exercice, on travaillera sur la mesure de risque R(X) = inf VaR(«, Vi(X, Hy, HY))
Hy,HY

avec un « choisi arbitrairement.

L’objectif de ce premier probléme est d’abord de trouver des conditions sur X pour rendre

I’expression de V; plus simple. Ensuite on pourra se demander quelles sont les caractéris-

tiques de la mesure de risques R.

5.3 Résolution du premier probléme

Expression de la loi de X selon B
Et on note £(X) la loi de X.
On note donc

X=Y
c

si X et Y sont de méme loi. Pour la suite de I'exercice, on veut exprimer la loi X comme
une fonction de Bj.
On veut donc construire f tel que :

f(Bl> 7 X.

La suite justifira que ’'on a besoin que cette fonction f soit C! et de dérivé bornée. On
note Fy la fonction de répartition de X et Fp, la fonction de répartition. Si Fi' existe,
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F (Fp, (B) = X

Notons alors Tx = Fi;' o Fi,.
Pour résumer, il faut que Fx soit inversible et T'x soit C! de dérivé bornée.

Soit K un compact et € > 0.
On se place alors dans le cadre ot X est une variable de densité fx continue sur K telle
que fx > esur K et fx =0 sur R\ K.
Alors (Fx)|k est une bijection entre K et [0,1] dont la dérivé est bornée et ne s’annule
jamais.
Alors (Fx)k est inversible et 'inversible est C! dont la dérivé est borné.
De plus Fjp, est C*°. Ainsi Tx vérifie les hypothéses voulues.
Ce sont des contraintes trés fortes mais elles permettent d’assurer les conditions voulues.
Dans la suite du probléme, nous étudierons la martingale E[Tx (By)|F].

Propriété 5.3.1. Soit (H}) € L et (H;) € L*. Alors on a :
1 1
Vi(X, Hy, HY) = Vy + / HE[T,(B,)|F/]dB, + / HOre'tdt
0 0

Démonstration. 1’idée est d’exprimer V] grace a la formule de Clark-Okone. On applique
donc la fonction a Tx. Cela donne :

1 1 1 1
Vi(X, Hy, H)) = Vo + / H,dS; + / HYdS? = Vo + / H/E[T%(By)|F)dB, + / HYredt
0 0 0 0

]

Caractéristique de la mesure de risques

— Translatable
Soit t € R, x € R
Alors

FX+t([l§') = FX([L’ — t)
Donc Fyl,(z) = Fx'(z) +t et (Fyi,) (z) = (Fx")(z). Donc T = Tk, et par
extension, pour tout H; € L% et HY € L', Vi(X +t, H;, HY) = Vi(X, Hy, HY). Donc
R(X)=R(X +1).

Donc R n’est pas translatable.

— Homogéne
Soit A € R} et t € R.
Fax(t) = Fx(%) donc Fy(t) = F'(tA).
Alors (Fyy)'(t) = A(Fx')'(t). Donc

Thx = ATy
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On a alors, pour H; € £L? et HY € L,
1 1
Vi(AX, Hy, HY) = Vi(X, Hy, HY) = Vi +/ H [T, (B)|F]dB, +/ HOre'tdt
0 0

La formule ci-dessus ne permet pas de conclure, Ici une étude plus poussé et des
techniques plus sophistiquées seront nécessaires pour poursuivre.

— Croissance et sous additivité
Pour cela on prend X > Y, alors Fy < Fy avec X,Y € F. Cependant on ne peut
pas comparer F et FY.
Dans le cadre ou I'on étudie le probléme a partir de la formule de Clark Okone, on
ne peut pas conclure.

De méme pour X,Y € F, il n’existe aucun moyen de comparer Fx .y et Fy, Fy en
passant par la formule de Clark-Okone.

Pour conclure On a donc utilisé la formule de Clark-Okone pour calculer V; lorsque
(H;) et (HY) sont fixés. A travers ce prisme, nous pouvons pas conclure pour un grand
nombre de caractéristique (croissance, homogénéité). Pour poursuivre, il faudrait revenir
a la définition de V4 qui semble plus adapté pour traiter la croissance et la sous-additivité.
Il serait aussi pertinant de voir s’il est possible de trouver une méthode pour estimer
numeériquement R(X).

Le prochain probléme sera construit avec des hypotheéses plus simple de fagon obtenir, en
outre, une expression explicite de la mesure de risques.

5.4 Introduction au deuxiéme probléme

Soit un accident du travail qui provoque I'arrét d’un employé. Chaque jour, ’assurance
doit dépenser a euros pour couvrir les frais de son arrét. Pour la modélisation, on suppose
que 'assurance paiera tout a la date ou I'employé retourne travailler. Chaque jour, en
fonction de la situation de 'employé (toujours en arrét ou reprise d’activité), I'assurance
peut modifier ses investissements. Une fois ’employé rentré, I’assurance ne change plus
ses investissements.

Pour modéliser le probléme, on considére I'accident comme un événement w et X (w)
comme le jour a partir duquel l'individu retourne au travail. X est donc une variable
aléatoire a valeur dans ([1, N]) suivant la loi @) (supposée connue).

On suppose que l'assurance posséde une somme 1 au moment ot l'accident est déclaré
et qu’elle peut le dépenser de deux fagons :

— investissements courts de rendement (1 + r.) pouvant a tout instant t étre retiré en
gardant le gain par rapport a la somme initiale placée

— investissements longs de rendement (14 7;) pouvant a tout instant t étre retiré mais
sans garder le gain par rapport a la somme initiale placée
On précise que r; > r. et Vo >> alN.
Par exemple, si I'assurance place tout son argent dans les investissements courts et que

'employé retourne au travail le jour N, elle aura a 'instant N la somme V(1 +7.)Y —aN.
Dans les mémes conditions, si elle place tout son argent dans les investissements longs,
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elle aura a l'instant N la somme (Vo — aN)(1 +r;)".

Comme chaque jour I’entreprise sait si ’assuré n’est plus en arrét. Il est donc en mesure
de changer quotidiennement (donc N fois) la proportion d’investissement court et long de
facon & minimiser 'argent perdu a la fin. On peut se mettre dans le cadre ot I’on connait
la filtration Gy, = o(X < k,k € [1,n]) au jour k pour faire le choix de la proportion P.

Posons pour P = (P, .., Py_1, Py) € [0,1]" les proportions correspondant aux jours
1,..,N:

On considére V¢ et V) la valeur des investissements ainsi :

Vi=Vo,VE=0

ka+1 =(1- Pk+1)vkl
Vi = Vi + ViPin

On note VF1+Pn( X') la valeur du portefeuille a I'instant n suite aux choix des (P, .., P,) €
[0, 1]™.
On précise que Vi (X) # VE+ Vi en effet V,, peut comprendre argent dépensé pour
assurer ’employé.

Exemple :
Soit (z,y) € R2.
Soit (Py,..P) € [0, 1]* les choix des proportions tel que V¢ =z et Vi = y.
Si X =k, alors Vi(X) = (zc — ak), (y — (ak — V) ) (1 + 1r))*
et Vi(X) = (z — ak)+ (1 + )Ny — (ak = Vi) 1) (1 + )™

On pose alors la mesure de risque :

R(X) = sup E[Vy(X)]

pel0,1]V

La problématique est d’abord d’obtenir le N-uplet optimal, puis de regarder les in-
fluences de la loi de X sur R. Ensuite il peut étre intéressant d’appliquer la méthode
numériquement. A terme, 'intérét est de savoir mesurer le risque d’un accident et de
savoir comment optimiser son portefeuille en fonction.

5.5 Reésolution du deuxiéme probléme

Définition 16. Soit k € [0, N] et (x,y) € R%. On pose

U(k>$ay) = sup EV,::x,Vézy[V]@(X)’X > k]

pel0,1]N -k

Ici on prend p € [0, 1]V=F car Uinformation des k premiéres proportions est déja contenue
dans la valeur V¢ et VL.
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Soit (x,y) € R? et t € [0, N]. L’énoncé nous assure que pour P € [0,1]V tel que
VEé=uzet Vi =y. Alors :

EV,fzm,Vé:y[v]\?(XﬂX = k] = (z = ak) (1 + 7o) 7 + (y — (ak — 2) ) (1 + )"
On a aussi par définition :

sup E[Vi(X)] =U(0,0, V)

pel0,1]V

On remarque aussi que le sup est atteint en un N — uplet de [0, 1].
En effet,

— Pour tout p € [0,1]", E(VP|X > k] < o0,
— VP est continue en p € [0, 1]V,
— Pour tout p € [0,1]", VP est borné par Vy(1 + ).

Le théoréme de convergence dominé nous permet de conclure que pour tout k € [0, N,
p— E[VP|X > k]
est continu. Donc pour la suite, on parlera d’un maximum.
Propriété 5.5.1. Soit k € [0, N — 1],
lﬂhxw)ZgﬁﬁWWX=%H<WY>kmw+pmﬂ+wa—a%+iﬁ41+nf““l

+(y(1 = p) = (alk +1) = (2 +py) (L +7c)-) (1 +7)"]
+P(X > k+1X > kUK +1, (x4 py)(1+ o), y(1 —p))].

Et
U(N,z,y) =0.

Démonstration. Soit k € [0, N] et (z,y) € R2. Alors :

U(k‘,x,y) = maxr EV}::x,Vé:y[Vﬁk*—h”’pN(X)|X > k]

Pk+15--PN

=mas, mar By VTR > 4

= maz_mazr [Bye_,yio [VES " (X)|X > b+ 1B(X > k + 11X > k)

Pk+1 (Pk+2,-PN)

F Eye_p i [V (X)X =k +1P(X =k + 1[X > k)] (formule des espérance totale)
VPPN (X)X > k4 1]JP(X > b+ 1|X > k)

= maz| max

(E ! [
Ve =z Vi o=(1—
D1 (rsgspn) . R =T FUPEE1 Vi =(1=Prs )y

Vit (X)X =k +1P(X =k + 1|X > k)]] (comme justifié¢

+ ]EszH:eryPkJrl7V1§+1:(1—Pk+1)y[
précédemment, le deuxiéme terme ne dépends que de pgiq)
=max[U(k+1,2,y)P(X > k+ 1|X > k)

Pk+1

+[(P(X =k+1X > k)[(z+py) (1 +re) —alk+ 1)), (1+7r)" !
+ (y(1 = p) = (a(k +1) = (z + py)(L+ 7))+ ) (1 +r)V]
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Cette méthode dynamique est centrale pour I’étude de la mesure de risque. Elle per-
met de résoudre le probléme numériquement. L’annexe comporte un programme python
permettant d’approcher numériquement la solution (cf annexe).

On prend a=10. Les arguments de Esp (la fonction R) sont (dans lordre) :

— les deux premiers arguments 0 (cela permet I'initialisation),
— la borne N,,
— la variable X,
— la valeur d’investissement court a I'instant 0,
— la valeur d’investissement long a l'instant 0,
)
— 1.
Entrée [17]: X=[[1,2],[1,@e]]
Esp(@,2,X,0,50,0.5,2)

Out[17]: 389.9549549549549
FIGURE 1 — Casou X apour oi P(X =1)=1et (X =2)=0

Ici on peut vérifier numériquement la validité du résultat. Le résultat théorique étant 390,
on vérifie que le résultat est cohérent.

L’algorithme naif, a cause du calcul de maximum a chaque étape de la récurrence, a une
complexité exponentielle. Je n’ai pas eu le temps de proposé une version amélioré. On
peut cependant regarder le résultat pour de petit N :

Entrée [15]: X=[[1,2,3],[0.2,0.4,0.4]]
Esp(@,3,X,08,50,0.5,2)

Out[15]: 1108.974517906336

FIGURE 2 — Cas oa X apour loi P(X =1)=0,2, (X =2) =0,4, P(X =3) =0,4

On peut maintenant s’intéresser & :

R(X) = Ux(0,0,Vy) = maz E[V?(X)]

pel0,1]V

— Décroissance
Soit X et Y des variables aléatoires telles que X < Y presque stirement, alors il
existe un py € [0,1]Y qui maximise E[V?(Y)].
On ne peut pas dire que pour w € €2 :

VoY) (w) < VP (X)(w).
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En effet, la proportion py peut étre a l'origine de cas atypique ot pour certain w,
on ait I’égalité inverse. Idéalement, on voudrait trouver p; tel que pour tout w € € :

VP (Y)(w) < VP (X)(w).
Alors on aurait

R(Y) =E[V™(Y)] <E[V*(X)] < max E[V?(X)] = R(X)

pel0,1]V

Pour 'instant, nous n’avons pas de démonstration compléte pour la décroissance.

— Translatable
On va avoir de préciser sur la fonction U la dépendance en X et N : Pour X € F et
N € N le dernier jour ot I'employé peut rentrer, on note U (k,z,y) = U¥ (k,z,y).
On se place dans le cas ot sup(X + 1) < N. On peut alors faire le calcul pour voir
si une forme de simplification se dégage :

Ux11(0,z,y) = H})?XUX-H(L (z+py)(L+r), (1 —py)
=marP(X +1=2X +1> )[[((z + pry)(1 + re) + p2(L — p)y) (1 + re) — 2a] (1 + o)V 2

+ [yél —p1)(1 = p2) = [((z + pry) (1 + 7o) + p2(1 — p1)y) (1 + re) — 2a] 7] (1 + 1) V]
+ P(X +1>2[X +1>1)Ux1(3, (( +pry)(1 + 1) + pa(l — p1)y) (1 +7e), y(1 — p1)(1 — pa)).

On veut montrer que po,,,. = 0.

L’idée de la démonstration est de montrer que pour tout (p, p2), il existe p} € [0, 1]
tel que V7172 — VPO op Ve < YR,

Ainsi on réduira ’expression posé plus haut au calcul d’un seul maximum.

Pour (Pimaz, » Pmazy ), O & VPmaziPmazy < YPL0 < J/PmazyPmazs Done VPO = |/Pmazy Pmawy

On se réduira alors au maximum sur p.

Démonstration. On s’impose donc que V; soit constant. Cela revient & s’imposer,
pour ¢ € R, que

y(I—p1)(1—po) =c

Donc
a

pi(p2) =1~ Ja=p)

On cherche alors a maximiser V, :

cr
mazp, [(2+yp1 (p2)) (1+7e) +y(1=pi(p2))po)(1+7e) = mazy, (x(1+re)+1—c—— p2)(1—i—rc)
qui est décroissant en ps.
Donc maximal en py = 0 0

On réécrit alors Ux,41(0,0, V) :
Ux11(0,0,Vp) = maxP(X = 1[X > 0)[(py(1 +1c)* — 2a) (1 + 1)V 7]
p

+ (Vo(1 —p) = (2a = py(1 +712)*) ) (1 +11)"]
+ ]P)(X > 1|X > O)UX+1(37py<1 + ’rc)2a ‘/0(1 _p))
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Pour montrer une forme intéressante, on aimerait avoir de cette nature :
UY.1(0,0,y) = UY(0,0,y(1 +1r.)) — a x cst avec cst € R.

Seulement il semble compliqué d’imaginer & obtenir car pour sortir a, il faudrait
connaitre le p qui maximise U. On ne peut donc pas conclure avec ce qui a était
trouvé pour le moment.

Pour conclure on a trouvé une méthode pour exprimer explicitement R(X). Cepen-
dant les caractéristiques, comme la décroissances, qui semblaient assez naturelles ne sont
en réalité non trivial. Pour poursuivre, il serait pertinent de chercher a comprendre les
mécaniques de choix des proportions optimales. Par exemple il pourrait étre intéressant
de savoir encadrer chaque proportions pour montrer la croissance de R.

6 Conclusion

Durant ce stage, j’ai pu m’initier aux mathématiques financiéres et au monde de la
recherche.
La premiére partie du stage était dédiée a la compréhension des concepts du calcul sto-
chastique. Elle a permis de réutiliser les cours suivis durant 'année pour les appliquer
dans un nouveau domaine. Ces connaissances permettent aussi d’envisager non seulement
les problémes étudiés durant mon stage, mais aussi des problémes plus complexes.
La seconde partie du stage a été dédiée a la résolution de problémes en lien avec la no-
tion de mesure de risques. Le premier probléme ne présente pas les résultats attendus
et sa modélisation rend, pour mon niveau, les manipulations compliquées. Le deuxiéme
probléme, plus simple dans sa modélisation, permet des calculs plus explicites et une ré-
solution numérique. Cependant nous (moi et mes maitres de stage) n’avons pas encore
trouvé de solutions pour des résultats semblant pourtant naturels. Ce probléme n’est pas
encore achevé et nous continuons de chercher.

Finalement, le stage m’a permis de découvrir le travail d’un chercheur. J’ai réalisé a
quel point la persévérance, la rigueur et la patience sont essentielles dans la recherche.
Les problemes ayant été traités avec ’aide de mes maitres de stage, j’ai saisi 'importance
de la communication entre chercheurs. Elle permet aussi bien d’avancer que de corriger
les potentielles erreurs.

Je tiens donc & remercier Brice Franke et Catherine Rainer pour le temps accordé, la
relecture et la direction dans mes travaux.

7 Annexe

a=10
def positif(x):
if x>0:
return x
else
return 0
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def negatif(x):

if x<0 :
return x
else
return 0

On représente la variable X comme une de deux listes de méme taille. La premiére liste 11
correspond aux valeurs possibles pour X. La deuxiéme liste 12 correspond aux probabilités
des événements 11. Ainsi, 11[i] a pour probabilité 12[i|.

def varDis(N):

Génére une variable aléatoire a valeur dans [1,N]

X=[i+1 for i in range(N)]

p=[0 for i in range(N)]

for i in range(N—1):
r=random . random ()

pr=0
for j in range(i):
pr=pr+p|j|
pli]=r*(1—pr)
pr=0
for i in range(N—1):
pr=pr+p|i|
p[N—1]=1—pr

return ([X,p])

def probcon(L,A):

A est une liste de valeur de [1,N] qui correspondent a 1'événement A.

def

L=[11,12] est la variable.
nL=[[],[]]
p=0
for i in range(len(L[0])):
if L{O][i] in A:
nL{0]=nL[0]+[L[O][1]]
WL[1]=nL[1]+[L[1]]i]]
p=p+L[1][i]
if p==0:
return nL
else
for i in range(len(nL[1])):
nL[1][i]=nL[1][1]/p

return nL

f(p,n,N,X,x,y,rc,rl):

prob=probcon (X,[i for i in range(n+1,N+1)])[1]]0]
Ve=positif ((x+pxy)*(1l+rc)—ax(nt1l))
Vl=y*(1—p)—positif (a*x(n+1)—(x+p*y)*(l+1c))
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S =probx(Vex(1+re)xx(N-n—1)+VIx(1+rl)*xN)+(1—prob)*Esp(n+1,N,probcon (X.
print (S)
return (S)

def maximun(f,n N, X, x,y,rc,rl):
]
for p in np.linspace(0,1,100):
T.append(f(p,n,N,X,X,y,rC’I‘]-))
return (max(T))

def Esp(n,N,X,x,y,rc,rl):
if n=—N:
return 0
else
return (maximun(f , n,N, X x,y,rc,rl))
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