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Théorème.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soit u ∈ L(E).
Alors il existe une suite F1, . . . , Fr de sous-espaces vectoriels de E non réduits
à {0} et stables par u telle que :
(i) E = F1 ⊕ . . .⊕ Fr
(ii) ∀i ∈ {1, . . . , r}, ui := u|Fi

est un endomorphisme cyclique
(iii) si Pi désigne le polynôme minimal de ui, on a :

∀i ∈ {1, . . . , r − 1}, Pi+1 | Pi

La suite de polynômes P1, . . . , Pr ne dépend que de u. On l’appelle suite des
invariants de similitude de u.

On a alors l’existence d’une base B de E telle que

MatB(u) =

C(P1) 0
. . .

0 C(Pr)


où C(Pi) désigne la matrice compagnon de Pi.
On a P1 = πu et P1 . . . Pr = χu.

Lemme.
Soit u ∈ L(E) un endomorphisme cyclique.
Alors il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est égale à C(πu).

Démonstration. Il existe x ∈ E tel que (x, u(x), . . . , un−1(x)) soit une base de
E.
Si πu = Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0, alors un(x) = −an−1u
n−1(x) − . . . − a0x

car πu annule u.

Démonstration du théorème. La forme matricielle obtenue se déduit immédia-
tement du lemme.
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– Existence : soit k = deg(πu), soit x ∈ E.
On note Px le polynôme unitaire engeandrant l’idéal :

{P ∈ K[X] / P (u)(x) = 0}

et
Ex := {P (u)(x) / P ∈ K[X]}.

Soit x ∈ E tel que Px = πu (une preuve de l’existence d’un tel x est
donnée en fin de document).
Le sous-espace vectoriel F := Ex est de dimension k et est stable par u.
On pose :

e1 = x, e2 = u(x), . . . , ek = uk−1(x).

Alors (e1, . . . , ek) forme une base de F car deg(Px) = k (plus de détails
sont donnés en fin de document).
On complète (e1, . . . , ek) en une base (e1, . . . , en) et on considère la base
duale (e∗1, . . . , e∗n).

On note G = Γ◦ où Γ = vect({ tui(e∗k), i ∈ N}) (orthogonal vis-à-vis du
dual).
G est un sev de E stable par u car Γ est stable par tu.
Montrons F ⊕G = E :
– F ∩G = {0} :
On remarque que l’on a, pour i+ j ≤ k,

〈 tui(e∗k), ej〉 = 〈e∗k, ui(ej)〉 (1)
= 〈e∗k, ei+j〉
= δi+j,k.

Donc si y ∈ F ∩G, 〈 tui(e∗k), y〉 = e∗k−i(y) = 0 pour 0 ≤ i ≤ k − 1, donc
y = 0.

– dimF + dimG = n :
On a π tu = πu donc dim Γ ≤ k (on peut aussi dire que (id, u, . . . , uk)
est liée donc (e∗k, tu(e∗k), . . . , tuk(e∗k)) aussi), donc dimG = n− dim Γ ≥
n− k.
D’où dimF + dimG ≥ n, d’où le résultat.

On note P1 le polynôme minimal de u|F (πu = Px = P1) et P2 le polynôme
minimal de u|G, on a P2 | P1 car P1 = πu.
Puis on recommence sur u|G.

– Unicité : soient F1, . . . , Fr et G1, . . . , Gs vérifiant les hypothèses du théo-
rème.
On note Pi = πu|Fi

et Qj = πu|Gj
.
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Supposons (P1, . . . , Pr) 6= (Q1, . . . , Qs).
On note p = inf{i, Pi 6= Qi}, p existe car

∑
i deg(Pi) = n =

∑
j deg(Qj)

et deg(Pi),deg(Qj) 6= 0.

Pp(u)(E) = Pp(u)(F1)⊕ . . .⊕ Pp(u)(Fp−1)

car E = F1 ⊕ . . .⊕ Fr et Pp(u)(Fk) = 0 pour k ≥ p et les Fi sont stables
par u.
Or

Pp(u)(E) = Pp(u)(G1)⊕ . . .⊕ Pp(u)(Gs)

et
dimPp(u)(Fi) = dimPp(u)(Gi) pour 1 ≤ i ≤ p− 1

car d’après le lemme, il existe Bi et B′i telles que MatBi(u|Fi
) = MatB′

i
(u|Gi

).
D’où :

0 = dimPp(u)(Gp) = . . . = dimPp(u)(Gs)

D’où Qp | Pp, donc Qp = Pp par symétrie.

Détails supplémentaires
Proposition.

Si k = deg(πu), Lu := {P (u) | P ∈ K[X]} est un sev de L(E) de dimension k,
dont une base est (IdE , u, . . . , uk−1).

Si l = deg(Px), Ex est un sev de E de dimension l, dont une base est
(x, . . . , ul−1(x)).

Démonstration.

ϕ : K[X] −→ L(E)
P 7−→ P (u)

est linéaire, Imϕ = Lu.

kerϕ = {P ∈ K[X] / P (u) = 0} = (πu)

Donc
Lu ∼= K[X]/(πu)

dont une base est (1, X, . . . ,Xk−1)

Idem avec

ϕ : K[X] −→ E

P 7−→ P (u)(x)
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Proposition.
Il existe x ∈ E tel que Px = πu.

Démonstration. Soit πu = Qα1
1 . . . Qαl

l avec Qi irréductible unitaire, αi > 0.
– soit i ∈ {1, . . . , l}, soit R tel que πu = Qαi

i R.

0 = πu(u) = Qαi
i (u) ◦R(u)

Donc
ImR(u) ⊆ kerQαi

i (u)
Si

ImR(u) ⊆ kerQαi−1
i (u)

alors
Qαi−1
i (u) ◦R(u) = 0

donc πu | Qαi−1
i R, or degQαi−1

i R < deg πu, donc il existe ai ∈ ImR(u)
tel que Qαi−1

i (u)(ai) 6= 0.
Mais Qαi

i (u)(ai) = 0 donc Pai
| Qαi

i , donc Pai
= Qαi

i car Pai
6 | Qαi−1

i et
Qi est irréductible.
En résumé, pour 1 ≤ i ≤ l, il existe ai ∈ E tel que Pai

= Qαi
i .

– Montrons que :
Px ∧ Py = 1 =⇒ Px+y = PxPy

On a
PxPy(u)(x+ y) = PxPy(u)(x) + PxPy(u)(y) = 0

Donc Px+y | PxPy.
D’autre part,

Px+y(u)(y) = −Px+y(u)(x)
Donc

PxPx+y(u)(y) = −PxPx+y(u)(x) = 0
Donc Py | PxPx+y et Px ∧ Py = 1 donc Py | Px+y.
De même, Px | Px+y donc PxPy | Px+y car Px ∧ Py = 1.
D’où PxPy = Px+y.

– Alors pour 1 ≤ i ≤ l, il existe ai tel que Pai = Qαi
i et Qαi

i ∧Q
αj

j = 1 pour
i 6= j, donc :

P l∑
i=1

ai

=
l∏
i=1

Pai
= πu
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